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PRÓLOGO 


El objeto de la Mecânica es el estúdio de los movimientos; un curso de 
Mecânica general es la exposición de las nociones y de los principios que sirven 
de punto de partida para este estúdio. Los principios se formulan a base de 
la experiencia; permiten explicar y prever los fenómenos reales: La Mecânica 
es una ciência experimental. Para pasar de las hipótesis a las conclusiones se 
utilizan las Matemáticas fundadas en axiomas abstractos. Algunos de estos 
axiomas son verificados con mucha precisión por los entes que encontramos en 
la naturaleza; admitimos que se verifican de manera rigurosa y utilizamos las 
Matemáticas para resolver los problemas concretos. La Mecânica constituye un 
ejemplo de aplicación de las Matemáticas. 

El estúdio de un problema de Mecânica se puede subdividir en varias etapas: 

— Un sistema físico es objeto de nuestra curiosidad. 

— Imaginamos un modelo matemático dei sistema. 

— Razonamos sobre el modelo matemático. 

— Las conclusiones son interpretadas fisicamente. 

— Los resultados son comparados con la experiencia. 

La segunda etapa, que consiste en construir un modelo matemático sencillo, 
es a menudo delicada. En efecto, la realidad es muy compleja y debemos dis¬ 
tinguir, en esta realidad, las propiedades que son fundamentales y las que son 
secundarias. El sentido común que resulta de vários siglos de experiencia nos 
sirve de guia para efectuar esta distinción. Los conceptos de punto material, 
de sólido rígido, de vector fuerza, que son abstracciones matemáticas, han sido 
construidos para-realizar esta etapa. La tercera etapa consiste en resolver las 
ecuaciones diferenciales asociadas al modelo matemático que ha sido construi- 
do; de hecho, esta etapa se considerará terminada cuando, en el modelo utili¬ 
zado, las coordenadas de cada partícula hayan sido expresadas en función dei 
tiempo y de los parâmetros que defmen las posiciones y las velocidades inicia- 
les. Las calculadoras electrónicas permiten actualmente resolver este problema 
con toda la precisión deseable. Sin embargo, una solución numérica no revela 
la estructura matemática dei problema; tampoco la revela una colección de 
soluciones numéricas. Esta estructura, cuyo conocimiento es muy importante. 
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no podrá ser estudiada sino pot d examen de las ecuadones diferenciales mis- 
mas. La cuarta etapa es el retorno al problema concreto, y los detalles de la 
quinta etapa pertenecen a la Física experimental. Es importante, no obstante, 
saber si las condusiones de una teoría matemática coinciden o no con Ia ex- 
periencia. 

Los dos primeros capítulos, cinemática y cinética, exponen nociones preli¬ 
minares. Habiendo tomado d espado eudídeo de tres dimensiones como mo¬ 
delo dei espacio físico, la cinemática es el estúdio de los movimientos indepen- 
dientemente de las causas que los producen, y está basada en las nociones de 
longitud, definida como distancia eudídea, y de tiempo. La cinética introduce 
a continuación la noción de masa. La ley fundamental de la Mecânica clásica 
y sus corolários inmediatos se enuncian en el capítulo 3. Con objeto de sinte¬ 
tizar hemos dado un enunciado único válido en el caso de los movimientos 
con aceleraciones acotadas y de los movimientos con discontinuidades de las 
velocidades. Hemos definido el tiempo sidéreo basado en la teoría de la ro- 
tación de la tierra y el tiempo de las efemérides basado en la teoría de su 
traslación; el tiempo universal que regula la vida civil se basa en Ia teoría de 
la rotación y de la trasiación de la tierra. Hemos precisado la cronologia y los 
sistemas de referencia que se pueden considerar como absolutos; el estúdio 
sumario de los princípios de la relatividad restringida muestra los limites de los 
conceptos de tiempo y de espacio absoluto. En el capítulo 4 se resuelven algu- 
nos problemas clásicos, precisándose el concepto de ligadura. Este concepto. 
que no es indispensable, ha sido considerado con vistas a aplicaciones concre¬ 
tas. El capítulo 5 está dedicado a las nociones de trabajo y de potência. Pres¬ 
cindir de los esfuerzos interiores en la Mecânica dei sólido es, desde luego, una 
simplificación, pero también una fuente de dificultades; ciertas demo st raciones, 
como la dei teorema de las potências vitales. no resultan claras. Para evitar 
estos inconvenientes nos hemos visto obligados a introduetr algunas nociones 
de Mecânica de los médios contínuos; representación de las acciones mecanicas 
interiores por un campo de tensores y defmición dei trabajo para estas accio¬ 
nes mecânicas. El que este trabajo es nulo para todo desplazamiento de un 
Udo justifica precisamente la omisión de los esfuerzos interiores en la Mecâ¬ 
nica dei sólido. El convênio de Beghin, que consiste en no considerar más que 
campos de velocidades virtuales que solidifican un fraccionamiento arbitrário 
de los sistemas materiales, permite entonces dedUcír dei teorema de las potên¬ 
cias virtuales la máxima irformación que es posible obtener de él cuando se 
desea permanecer en el cuadto de la Mecânica dei sólido; el teorema de las 
potências virtuales es la base de la Mecânica analítica. Precediendo al estúdio 
de Ia Mecânica analítica, el capítulo 6 es una recopiladón de las propiedades 
de las ecuaciones diferenciales; son estudiados los sistemas lineales, las funcio¬ 
nes elípticas y las oscilaciones; la ecuación x+f (x) =0 que rige las oscilacio- 
nes libres sin amortiguamiento juega un papel importante. El capítulo 7, dedi¬ 
cado a Ia Mecânica analítica, se ha limitado al estúdio de las ecuaciones de 
Lagrange y de dos aplicaciones: estabilidad de los equilíbrios y pequenos mo- 
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vimientos; el teorema de Liapunof, enunciado sin demostración, precisa los li¬ 
mites de los procedimientos de linealización de las ecuaciones. El capítulo 8 
trata de la Mecânica dei punto y contiene desarrollos útiles en Física teórica; 
los movimientos bajo la acción de una fuerza central han sido explicados ex¬ 
plícitamente para las principales leyes de fuerza, y se ha dedicado un párrafo 
entero al problema dei encuentro de dos partículas. Se ha estudiado el movi- 
miento de una partícula electrizada bajo la acción de un campo magnético, y 
este estúdio ha sido aplicado a la teoria dei microscopio electrónico y a la 
teoria de las auroras polares. El último capítulo de la primera parte trata de 
la Mecânica dei sólido; hemos expuesto una teoria rigurosa dei giróscopo e 
indicado algunas aplicaciones industriales dei mismo y algunos problemas de 
astronomia, en particular la brújula giroscópica, la precesión de los equinoccios 
y el cálculo de la ecuación dei tiempo. 

Las cuestiones tratadas en el conjunto de los nueve primeros capítulos, que 
3 on presentados bajo el título de «Mecânica general», no constituyen más que 
una parte de la Mecânica clásica; un curso de licenciatura no puede tener 
pretensiones enciclopédicas. Pensamos que hemos tratado lo esencial, habiendo 
soslayado voluntariamente cuestiones particulares, más propias de estúdios es¬ 
pecializados, tales como las ecuaciones canónicas y la Mecânica de los hilos. 
En el nivel de la licenciatura, la ensenanza de la Mecânica seguirá siendo 
siempre de inspiración clásica. Las tendências de modernización alcanzan a la 
presentación y las aplicaciones, y los estudiantes pueden preguntarse cómo es 
posible hacer aún investigaciones en Mecânica. La segunda parte tiene por ob¬ 
jeto responder a esta pregunta. Esta segunda parte comprende dos capítulos de 
introducción a la Mecânica de los fluídos; en uno y otro hemos procurado 
abordar las cuestiones bajo su aspecto moderno e introducir al lector en las 
investigaciones actuales. En el primer capítulo, la distribución de la matéria 
se supone discreta; puesto que el número de partículas es muy grande, se apli- 
can los métodos de la Mecânica estadística. En el segundo capítulo la distri¬ 
bución de la matéria se supone continua, y se establecen las ecuaciones dei 
movimiento en el caso más general de im medio dotado de viscosidad, de con- 
ductividad térmica y de conductividad eléctrica. 

No se puede pretender hacer una obra original en un curso elemental. Nues- 
tra finalidad era aportar una ayuda a los estudiantes y a los ingenieros tratando 
de presentar cuestiones bien conocidas con claridad y precisión. Nuestros prin¬ 
cipales predecesores han sido sehalados en las bibliografias incluídas al final de 
cada una de las dos partes. Cada capítulo termina con ejercicios; en muchos 
casos hemos dado la respuesta de las cuestiones propuestas, o indicaciones so¬ 
bre la solución (i). Al final de la obra se encuentran vários problemas de li¬ 
cenciatura resueltos. 


(1) La solución detallada de estos ejercicios figura en mi libro Prohlèmes ãe Mécani- 
que géiiéralCj publicado por Ediciones Dunod (Paris, 1966). 
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La redacción de un libro es siempre una labor ingrata. Sin ernbargo, un 
profesor tiene la posibilidad de someter los manuscritos que constituyen sus 
notas de curso a la prueba de una ensenanza oral, y poder así mejorarla gra¬ 
das a las reacciones de los estudiantes. La primera edición de este libro fue 
el fruto de seis anos de ensenanza. Cuando el curso oral se transforma en 
curso impreso, su difusión se hace más amplia y a las tímidas reacciones de 
los estudiantes se anaden las observaciones y sugerencias muy pertinentes de los 
colegas. Esta edición debe mucho a los profesores que ensenan la Mecânica 
general en las Facultades de Ciências y en las Escuelas de Ingenieros; ruego 
a todos los que han participado así en ella que acepten la expresión de mi 
gratitud. Estoy muy particularmente agradecido a mi colega y amigo Paul 
Germain, que me ha ayudado a poner a punto las cuestiones relativas al teo¬ 
rema de las potências virtuales; quiero citar igualmente a los senores Cartan, 
Casal, Gatignol, Gouyon, Roseau; expreso mi agradecimiento fmalmente, y so¬ 
bre todo, a mi colega y amigo Enrique Sánchez-Palencia, profesor encargado 
de curso en la Escuela de Ingenieros Aeronáuticos de Madrid, por el ceio y 
competência con que ha aceptado la tarea de revisar el texto espanol y prepa- 
rar esta edición. 

El lector podrá admirar el cuidado con que la Editorial Montaner y Simón 
ha realizado esta edición espanola. 


HENRI CABANNES 
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PRIMERA PARTE 


MECANICA GENERAL 





CAPÍTULO 1 

CINEMÁTICA 


La cinemática es el estúdio de los movimientos, independien- 
temente de las causas que los producen; como objeto de este 
capítulo, no se la considera aqui por el interês que pueda pre- 
sentar en sí misma, sino únicamente con vistas a su utilización 
en los problemas ulteriores de dinâmica. Solo se establecen las 
propiedades estrictamente indispensables. El primer pârrafo es 
un repaso rápido de los resultados relativos a los vectores; estos 
resultados han sido demostrados en los cursos preparatórios y 
serán utilizados en lo que sigue. El segundo párrafo está dedi¬ 
cado al estúdio de las velocidades: distribución de las velocida¬ 
des en el movimiento de un sólido, estúdio de algunos movi¬ 
mientos particulares. El tercer párrafo está dedicado al estúdio 
de las aceleraciones; el resultado más importante es el teorema 
sobre la composición de las aceler aciones. 


§ 1.1. Estúdio de los vectores 

1.1.1. El espacio. — La repiesentación dei mundo exterior exige, por 
nuestra parte, la construcción de ciertas concepciones que tienen su origen 
en una ordenación de nuestras sensaciones. La primera de estas concepcio¬ 
nes es el espacio. Aunque nuestro cuerpo esté en perpetuo cambio, tenemos 
la conciencia de un mínimo en este cambio que nos hace decir que estamos 
inmóviles. Cuando no se ha alcanzado este mínimo, décimos que hay un 
cambio de actitud o de posición. Cuando, después de una serie de câmbios 
de actitud y posición, todo ocurre como si hubiésemos permanecido inmó¬ 
viles, décimos que hemos vuelto al mismo lugar. El acuerdo entre todos los 
hombres acerca de la identificación de los lugares da un carácter absoluto 
a esta noción que a priori no tenía sentido más que con respecto a nosotros 
nd^os. El conjunto de los lugares constituye el espacio físico. La experien- 
cia nos ensena que soíi necesarias y suficientes tres informaciones para sh 
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tuar lo. lugares en el espacic. Para indicar 

árbol en cuya rama más abjetos que declaramos inmó- 

U observacion ^ permite damos cuenta, por ejem- 

viles y que ocupan los luga Y j^^gstro pulgar derccho 

pio, de que nos es P extremo de nuestro índice derecho en 

en contacto con el P"™^" ^ Recomenzando la misma experiencia, com- 
contacto con el segundo objet . r,,,|par derecho sobre el primer ob- 

probamos que, ® def índice derecho sobre el segundo 

jeto, podemos poner posidón. El empleo de raedios 

objeto volviendo a ponernos en ,„„ares conducen a la misma com- 

niás perfeccionados de descnpci | ia^te de los lugares, que denomi- 
probación. y décimos conjuntos 

namos su distancia. La exp ^ distinguir líneas y superfícies, 

de lugares entre los cuales s g lugares situados a una dis- 

Entre las superfícies, la es era, *^"1 ^ esoacio y permite establecer una re- 
tancia fija de un lugar dado, sepa define la línea recta que se 

Ución de orden De manere análoga, al conjiinto 

TZ rXepten po, un .Is-Jeg» Z ^ 

So fundamenlales de loa euale. ae deriv.n loa 

“.'fletir— 

elo tísico, que, no ^ son tundameniales, de aquellas 

distinguir poco ^ nroeresivo de las propiedades físicas que 

que son secundarias. El aban p g de un modelo matemá- 

no tienen importância "OS t:on modelo matemático que con- 

tico y al modo de P^^^ami . j^^cias. Las consideraciones que pre- 
viene adoptar depende de las . ^ adoptar como modelo mate- 

ceden originaron euclídeo de tres dimensiones; los luga- 

mático de y la distancia entre dos lugares por el 

res son repTesenlados por pun , ^ * x i puntos que represen- 

módulo eucHdeo dei vector '8® ° elemento dei espacio físico utiliza- 
tan catos dos lugates. ,.„4,ioo por el eoal está 

remos la palabra que H d» 

representado este elemento ^ Realidades físicas de las que tenemos 

=£Hr~ri,'í.="=“ 
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de las medidas sea tal que la estructura granular de la matéria no pueda 
ser ya despreciada. Pero incluso entonces este convênio conservará su valor 
a causa de la facilidad de los razonamientos que permite y dei gran número 
de fenómenos que continuarán pudiendo ser representados de esta manera. 

1.1.2. Los vectores. — Un sistema de puntos cuyas distancias mutuas 
son constantes es denominado sólido o sistema de referencia. En la natura- 
leza se encuentran cuerpos que pueden considerarse como sólidos. El espa- 
cio euclídeo de tres dimensiones puede ser determinado por referencia a un 
sólido, llamado sistema de referencia, por medio de un triedro Oxyz que 
elegiremos trirrectángulo. Se dirá que el sentido de un triedro Oxyz es di¬ 
recto si, para un observador atravesado desde los pies a la cabeza por Oz, 
el sentido de Ox bacia Oy es el de derecha a izquierda. 

Un escalar es un número que se mantiene invariante cuando se cambia 
el sistema de referencia. Un vector libre es un conjunto ordenado de tres nú¬ 
meros que se transforman como las diferencias de las coordenadas de dos 
puntos cuando se cambia de sistema de referencia; a los tres números se 
les llama componentes dei vector libre. Estando referido el espacio a un 
sistema de ejes ortogonales, consideremos dos vectores libres Fi(Xi, Yi, Zi) 
y ^ 2 (^ 2 . ^ 2 , Zo). La expresión (1.1.2-1), que es invariante cuando se cam¬ 
bia el sistema de ejes ortogonales al cual está referido el espacio, se llama 
producto escalar de los dos vectores. 

Vi-Vz = Y 1 X 2 + Y 1 Y 2 + Z 1 Z 2 (1.1.2-1) 


El producto escalar de un vector por sí mismo es la norma dei vector, y 
la raiz cuadrada (positiva) de la norma es el módulo dei vector. Los tres 
números 

« = yiZ 2 — EaZi, i 8 = ZiXz — ZgA^i, y = X1Y2 — X2Y1 

se llaman componentes dei producto vectorial dei vector Vi por el vector 
Vo, Cuando se cambia el triedro trirrectángulo al que está referido el espa¬ 
cio, los números «, y se transforman como las diferencias de las coorde¬ 
nadas de dos puntos si se conserva el sentido de los triedros; en el cambio 
de sistema de referencia que se traduce en las fórmulas x' = x, / —y, 
X=—z, los tres números a, p, y se transforman en a'=—a, l3'=—j3, 
'/=y. De ello resulta que el producto vectorial no constituye un vector. 
Para evitar esta dificultad, convendremos en no considerar más que los 
câmbios de sistema de referencia que conservan el sentido de los triedros; 
con esta restricción, los números a, y constituyen los componentes de 
un vector que llamaremos producto vectorial dei vector Vi por el vector V 2 
Y que designaremos por ViXVo. Suponemos conocidas las fórmulas 
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(1.1.2-2) relativas al producto mixto y la fórmula (1.1.2-3) relativa al doble 
producto vectorial. 

Vi ■ (K 2 X Fs) = Vz • (^3 X Kl) = Ks • (Kl X K 2 ) (1.1.2-2) 

Kl X (K 2 X Ks) = KaCKs • Ki) - KaCKi • K 2 ) {1.1.2-3) 

Se designa por 0 el vector libre cuyas componentes son todas nulas; 
cuando no sea posible confusión alguna. se escribira 0 en lugar de 0 

Un vector ligado es el conjunto constituído por un punto AÍXa, ^ 

un vector libre K(X, Y, Z). El punto A se Ilama ongen 
los tres números X, Y, Z se Uaman componentes dei vector ligado. Dos ve 
tores ligados que tienen las mismas componentes se Uaman equipolentes 0 
iguales. El punto B de coordenadas 

Xb = Xa + ^ . yB = yA + Y , ZB = ZA + Z 

se Ilama extremo dei vector Ügado; el vector ligado se representa por la 
notación ÁB, qüe para abreviar se lee vector AB en lugar de vector liga 
AB. Dado en cada punto P dei espado un escalar D, se puede asociar a 
función UiP) supuesta derivable un vector ligado de ongen P_y cuyas co 
5Í„e„.es 1’ igudes . la* derivadas parles prtaeras de ™ 

respecto a las coordenadas dei punto P; se demuestra, en efecto, que es as 
tres derivadas parciales primeras constituyen ^ 

libre El vector ligado así definido se Ilama gradiente de la uncion V y se 
escribe grad U. Un vector deslizante es el conjunto constituído por una rec¬ 
ta D y un vector libre K(X, Y. Z) paralelo a la rect^ La recta D se Ilama 
soporfê dei vector deslizante, y los tres números X, Y, Z, componentes dei 

UaMomento de un vector ligado AB con respecto « J 

al vector ligado OG, de origen O y equipolente al producto vectorial OA X 
XAB El momento OG y el vector AB son perpendiculares; el momento 
es nulo si A B lo es o si O está en la recta AB. El momento con respecto 
a O' de un vector AB es la suma dei momento con respecto a O dei vector 
AB y dei momento con respecto a O' dei vector OC equipolente a AB.- 

(1.1.2-4) 
(1.1.2-5) 


OG = OA X AB 

O G' = O'A X AB = OG + 0 0 X AB 


El momento no cambia si el vector AB se desliza sobre su soporte.^El mo¬ 
mento OG dei vector ligado AB con respecto al punto O es, por definicion, 
el momento con respecto a O dei vector deslizante definido por ^cta AB 
v por el vector Ubre cuyas componentes son las de AB. Siendo distributivo 
el producto vectorial con respecto a la adición vectorial. la suma de los mo¬ 
mentos con respecto a O de vários vectores deslizantes cuyos soportes son 
concurrentes es igual al momento en O de su resultante (es decir, a su suma 
geométrica construída en el punto de corte). 
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Las componentes dei momento con respecto al origen de un vector liga¬ 
do AB de origen A{x, y, z) y de componentes X, Y, Z vienen dadas por las 
fórmulas (1.1.2-6). Las componentes con respecto-al punto O' de coordena^ 
das x', y\ z' vienen dadas por las fórmulas (1.1.2-7) 


L = yZ—zY 
M - zX— xZ 
X = xY—yX 

L' ^{y — y)Z~{z — z^)Y == L —yz+ zT 
M' = (z — z')X— {x — x')Z - M — z'Z + x Z 
N' = ix — x')Y— (y — y')X N—x'Y+ y'X 


( 1 . 1 . 2 - 6 ) 


(1.1.2-7) 


Cuando el punto O recorre una recta orientada A de vector unitário m, 
el yalor dei producto escalar m • OG permanece constante; este valor se 
llama momento dei vector ligado AB con respecto al eje y en efecto, 
siendo O y O' dos puntos de A, se tienen las relaciones siguientes: 


if. O G' = tf. (OG + 0'0 X AB)^u-OG (1.1.2-8) 


1.1,3. Sistemas de vectores deslizantes. — Se llama torsor a un sistema 
de vectores deslizantes AíBí. Dado un torsor, por las relaciones (1.1.3-1) se 
defmen en cada punto O dei espacio su resultante general OR y su momen¬ 
to resultante OG; OR y OG se llaman elementos de reducción dei torsor en 
el punto O. El momento resultante con respecto a una recta orientada es 
la suma de los momentos con respecto a la recta. 


OR = 'ZAiBi 
OG — YàOAi X AiBi 

OR' = OR 

O G' = OG + 0'0 X OR 
0'R' • O G' OR • OG 


(LL3-1) 


(Ll.3-2) 


(1.1.3-3) 


Los momentos resultantes en O y O' son equipolentes si OR = 0 o bien 
si 0'0 es paralelo ã OR; en el primer caso, el momento resultante es una 
constante en todo el espacio. Cuando el punto O se desplaza, el módulo de 
la resultante general y el producto escalar OR • OG permanecen invariantes; 
todo sistema de vectores axiales admite, pues, los dos invariantes | O Jí | y 
OR . OG. 

El lugar geométrico de los puntos P en los cuales el momento resultante 
cs colineal con la resultante general, supuesta no nula, está definido por la 
ecuación (1.1.3-4); multiplicando vectorialmente a la izquierda por OR, se 
cbtienen las fórmulas (1.1.3-5), de las cuales se deduce la fórmula (1.1.3-6), 
que expresa que el lugar dei punto P es una recta paralela a la resultante 
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.1 ei= o=„.«. como eje de ,«o,uc.on^ ^ ^ = 0 (U.34) 

OR X (0« X OC) + O* X (O* X ('■" X om - 0 j , 3.5, 
OR X {OR X OG — OP • 

_ + A OH (1.1 3-6) 

~ OR^ 


ÜK‘ . , 

se diee ,ue dos .o,so«s — 

mentos de reduccion en ’ g equivalente a cero cuando sus 

reducción en cualquier punto. Un torso q ^ je un torsor 

elementos de reducción en contenga menos vecto- 

consiste en sustituirlo por un ^ operaciones elementales, no 

K=el=n’~ro .esoUaMe e„ un .d„,o: 

1,. y directamenle 

2° introduccion o supresion 

opuestos; ^o,„r.„rrpntes nor su resultante o des- 

Jp"osJS“df™ tr:n;^rvec.o,=s —.es de ,os euales es 

la resultante. sector Afii puede ser descom- 

Aí puesto en tres vectores que pasan por tres 

puntos no alineados dados arbitrariamente 

Oi, O 2 . O 3 (fig. 1.1.3-a)- 




dos vectores. 
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Cuando un torsor es equivalente a cero, se pueden suprimir todos los 
vectores por operaciones elementales; basta efectuar la reducción a dos vec- 
tores que necesariamente son directamente opuestos. Cuando dos torsores 
( 5 i) y (So) son equivalentes, siempre se puede pasar dei uno al otro por 
operaciones elementales; basta anadir a (S^) todos los vectores de (So) y 
lodos los vectores directamente opuestos { — S2); como (*Si) + ( —^2) es equi¬ 
valente a cero, se pueden suprimir sus vectores. 

Un vector único es un torsor cuyo invariante OR • OG es nulo; recípro¬ 
camente, si el invariante OR * OG de un torsor es nulo y si el invariante 
OR I es diferente de cero, la reducción en un punto dei eje central hace que 
aparezca un vector único. Un torsor compuesto de dos vectores opuestos se 
llama par; la resultante general de un par es nula y su momento resultante 
es constante; este momento resultante es, pues, un vector libre, que se llama 
eje dei par. Todo torsor cuyo invariante | OR \ es nulo, equivale a un par; 
se trata de un par propiamente dicho si OG es diferente de cero, y de un 
sistema nulo (que siempre se puede considerar como caso particular de un 
par) si OG es nulo. Un torsor arbitrário de elementos de reducción OR, OG 
es equivalente a un torsor formado por el vector OR y por un par de ejes 
OG. La tabla siguiente resume los diversos casos que aparecen en la reduc¬ 
ción de los torsores. 

OR • OG ^ 0 caso general 

OR • OG = 0 í OR ^ 0 vector 

[OR = 0 {OG ^ 0 par 

I OG = 0 sistema nulo 

Siempre se puede reducir un torsor a dos vectores de los cuales uno está 
situado en un plano P, mientras que el otro es perpendicular al plano P. En 
efecto, sean OR y OG los elementos de reducción en un punto O dei plano 
P. OR puede ser descompuesto en OR^ situado en el plano P y OR2 per¬ 
pendicular al plano P; OG puede ser descompuesto en OGi perpendicular 
al plano P y OG2 en el plano P. El sistema OR^, OGi es equivalente a un 
vector único situado en el plano P, mientras el sistema OR 2 , OG 2 es equi¬ 
valente a un vector único perpendicular al plano P. 

1.1.4. Sistemas particulares de vectores. — a) Vectores coplanarios .— 
Los elementos de reducción con respecto a un punto O dei plano son per¬ 
pendiculares. Si se tiene OR^O, el sistema es equivalente a un vector úni¬ 
co; si se tiene OR = 0 , OG^O, el sistema es equivalente a un par; si se tiene 
OR = 0, OG = 0, el sistema es equivalente a 0. La equivalência de los siste¬ 
mas coplanarios se expresa por tres condiciones escalares. 

P) Vectores paralelos. — Cuando todos los vectores de un sistema de 
vectores deslizantes son paralelos, el invariante OR • OG es nulo. Tal siste¬ 
ma es, pues, equivalente a un vector único, a un par o a cero. 
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Designando por u un vector libre unitário paralelo a la dirección común 
de los vectores y por Vi la medida algebraica correspondiente dei vector 
AiBi, tenemos 

OR = S AiBi — uliVi (1.1.4-1) 

Cuando es diferente de cero, el sistema es equivalente a un vector único, 
llamado vector resultante, cuyo soporte es el eje central. Para determinar el 
eje central, basta buscar los puntos en los cuales es nulo el momento resul¬ 
tante. Se tiene 

OG = 1» O Ai X AiBi = — « X S O Am. 

El momento resultante en un punto A será, pues, nulo si se tiene 
1:AAí-Ví = '^ {AO + OAi)vi = 0, 

o-a 0^=^ (1.1.4-2) 

Cuando los vectores se deslizan sobre sus soportes, se puede escribir, desig¬ 
nando por Ai* una posición particular dei punto Ai, 

O Ai = OAi* + 

O A =- OA* + w (2 Xm I S Vi) 

de ello resulta que el punto A se desplaza paralelamente a la dirección co¬ 
mún de los vectores y dei eje central, de modo que el eje central no cambia. 

Cuando Xvi es nulo, la suma XOAíVí es independiente dei punto O. Si 
esta suma es nula, el sistema es equivalente a cero; si la suma es diferente 
de, cero, el sistema es equivalente a un par cuyo eje 

— K X TiOAiVi (1.1.4-3) 

no cambia cuando los vectores se deslizan sobre sus soportes. 

Si ahora consideramos que los vectores paralelos son vectores ligados, es 
decir, que los puntos Ai son íijos, el punto A dei eje central definido por la 
fórmula (1.1.4-2) es independiente de la dirección de los vectores. De ello 
resulta que, cuando los vectores giran alrededor de sus orígenes permane- 
ciendo paralelos, el soporte dei vector resultante gira alrededor dei punto A. 
El vector de origen A equivalente al sistema de vectores paralelos se llama 
resultante de los vectores paralelos ligados. El punto A, llamado centro de 
los vectores paralelos ligados, depende sólo de los orígenes de los vectores y 
de las razones de sus módulos. 

r) Sistema de tres vectores equivalente a cero. — Sean F^, F 2 , F 3 tres 
vectores que forman un sistema nulo. En un punto O arbitrário situado so¬ 
bre Fi, los vectores F 2 y F 3 tienen momentos opuestos; de ello resulta que 
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los planos OV 2 y OF 3 se confunden y que los tres vectores son coplanarios. 
Como el momento de con respecto al punto de concurrencia de los vec¬ 
tores F 2 y Fo es nulo, los vectores son concurrentes. Siendo nula la resul¬ 
tante general, se tienen las relaciones siguientes: 



scii (F2, F3) sen (F3, Vi) sen (Fi, F2) 


§ 1.2. Estúdio de las velocidades 

1.2.1. Definíción de Ia yelocidad. — La cinemática es el estúdio de los 
movimientos. Se dice que un punto M está en reposo con respecto a un sóli¬ 
do (S) llamado sistema de referencia 0 simplemente referencia, si sus distan¬ 
cias a los diferentes puntos de (S) son constantes. Está en movimiento cuan- 
do varían algunas de sus distancias. La cinemática está basada en la noción 
de tiempo: Cuando un punto se desplaza con respecto a un sistema de refe¬ 
rencia, se puede asociar un número a cada posición dei punto; así se define 
un tiempo. La noción de tiempo implica que hay por lo menos un punto 
que se desplaza con respecto a un sólido; el tiempo se define por el movi¬ 
miento. Cuando se ha definido el tiempo, se dice que se ha elegido una cro¬ 
nologia. 

La derivada con respecto al tiempo de una magnitud escalar f se llama 
su velocidad; se la designará por la anotación (d//dO o bien /. Un vector 
puede estar en movimiento con respecto a una referencia y en reposo con 
respecto a otra. La definición dei movimiento supone la elección de un sis¬ 
tema de referencia (S). Una vez establecida esta referencia, la velocidad de 
un vector libre AB con respecto a (5) es su derivada con respecto al tiempo 
calculada en su movimiento con respecto a (S). La velocidad de un vector 
ligado OM cuyo origen O está fijo es, por definición, el vector ligado de ori- 
gen M y equipolente a la velocidad de un vector libre arbitrário equipolente 
a OM. Dado un torsor [ cuyos elementos de reducción en un punto fijo 
O dependen dei tiempo, los vectores de origen O y equipolentes a las velo¬ 
cidades de estos elementos de reducción constituyen los elementos de reduc¬ 
ción de un nuevo torsor, designado independiente dei punto O y deno¬ 
minado torsor derivado dei torsor [ * 6 * ]. 

AB 

(áAB/áOs 

it] 

La velocidad dei punto M en movimiento con respecto a un triedro Oxyz 
es la derivada dei vector OM. El lugar geométrico (C) dei punto M se llama 
trayectoria; la abscisa curvilínea se designa por s; el vector unitário de la 


componentes X Y Z 

componentes ^ Y Z 

elementos de reducción OR , OG 
elementos de reducción áORját , áOGIát 


( 1 . 2 . 1 - 1 ) 

( 1 . 2 . 1 - 2 ) 
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tangente orientado en el sentido de las s crecientes es x = dM/ds. El lugar 
dei extremo dei vector Op. equipolente a t se llama indicatriz de las ta 
gen.Srmp« se puede supol» que k absósa curvUIne. e dei punlo . va- 




componentes; 

^ = T ’ 

dr 

d^ 


’ ^ = d7 


às 

dT V 

, /í = — j 
der 

Tt " R 


d7 


àz 


(1.2.1-3) 


ría en el mismo sentido que s; el vector unitário de la tangente a la indica- 
triz orientada en el sentido de las <t crecientes es equipolente al vect 
unitário de la normal principal a la curva (C). 

dM dx - dv 

Y = tK 

dx 

La regia de derivación de Ias funciones compuestas permite enunciar el 
resultado siguiente: «cuando la posición de un punto M depende de vario 
Setíos su velocidad es la suma de las velocidades que tendna si cada 
parâmetro Variase aisladamente». Si la posición dei punto M depende de 
tres parâmetros qi, 9». s® tienen las relaciones siguien es. 

aM 

t (1.2.1-4) 


aM 0M . 

— gi + 92 + 

a^i 392- 


093 


dM 

V = Vi + Vi + 

En coordenadas polares planas r y 6, las componentes de la velocidad 
son r sobre el radio vector (de vector unitário «) y rO sobre el eje direct 
mente perpendicular (de vector unitário j); el valor de la velocidad es 

V f i + rÒ j. 

Si se observa que se tiene di^jàe, llegamos al mismo resultado por deriva- 
ción de la igualdad OM^ri. 
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x — r sen ^ cos ^ 
y = r sen & sen 
z = r COS 0 


La posición de un punto en el espacio puede defmirse por sus coorde¬ 
nadas esféricas r, 0^ Las componentes de la velocidad en las direcciones 
obtenidas haciendo variar solo r, solo 6 y solo ^ son las siguientes: 

rÔ 


Vr = 


Vg 


= r sen/9 i/r 


(L2.1-5) 


1.2.2. Velocidades de los puntos de un sólido. — En el movimiento de 
traslación, todos los vectores ligados al sólido permanecen equipolentes a 
ellos mismos, luego todos los puntos dei sólido tienen velocidades equipo¬ 
lentes; se tiene V — Vç^. 

La rotación de un sólido alrededor de un eje íijo puede ser caracterizada 
por el hecho de que una cierta recta ligada al sólido permanece fija. Toma¬ 
mos esta recta como ejes (confundidos) Oz y Ozi. Las coordenadas polares, 
referidas a los ejes fijos OxiyiZi, de un punto M ligado al sólido tienen por 
valor r, 0 + a{t), z, siendo constantes las cantidades r, 0, z. La trayectoria 
dei punto M es una circunferência de eje Oz; la velocidad V cuyo soporte 
es la tangente tiene por magnitud rã. Designando por w (vector rotación) el 
vector de soporte Ozi y medida algebraica «, se tiene V = (úxOM. 

Rotación alrededor de un punto fijo. La po¬ 
sición de un sóli¬ 
do móvil alrede¬ 
dor de un punto 
fijo depende de 
tres parâmetros. 

Resulta cómodo 
tomar como pa¬ 
râmetros los tres 
ângulos que va¬ 
mos a definir, 11a- 

mados de Euler. 1.2.2, b. 



h 
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movil a un triedro tmrectangu^ y arbitrariamente un sen- 

el ângulo de precesión ,, el ângulo de muta- 
ciôn 9 y el ângulo de rotación propio <f (ng. 1.2.^-fli- 

^ = ( 0 * 1 , Ou), medido con el sentido positivo de las rotaciones alrede- 
dor de 0%i; 

0 = ( 0 * 1 , 0 *), medido con el sentido positivo de las rotaciones alrede- 
dor de Ou; 

, = (Ou,Ox), medido con el sentido positivo de las rotaciones alrede- 
dor de Os, 

Por la rotación (0*i, ^) se pasa de los ejes OxiyiZi a los ejes Ou^Zit 

1., Liâte d» un mlL í.n .0 cn lo, dos 

por la ,r.n,£orm.ci 6 n «"«> HÒreí Sircoordenada, 

- ( t ? 2-7') cuva matriz se designa por C. Por la rotacioii 

cion lineal 2 ) «lya mar ^ raisrao punto 

cuya ‘ /áe^un p„nto M en los ejes mòviles con las coor- 

aona las cooiden^» mUmo punto en los ejes fijos, es igual al produclo A 

3rSaÍ po^esS^"^ »Ha de los c»e„os dlree.ores. 


u = 

VI = 
Zi = 


Xi cos^ + yi senif 
- xi sen»/' + >^1 costff D 
zi 


= u 


u = 

V = 

z = ■ 

X = 

y = 

z = 


VI cos 6 + Zi senO 

■ VI sQnO + zi COS0 

u cosrp -H V senip 

- u senip + V coscp 


C = 



5 = 1 — 


(■ 


cosç) senç; 0' 

sen^i cos(j9 0 

0 0 1 


( 1 . 2 . 2 - 1 ) 


( 1 . 2 . 2 - 2 ) 


(1.2.2-3) 
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Oxi 

Oyi 

Ozi 

Ox 

COS ^ cos (p — sen ^ cos d sen tp 

sen ^ cos f -f cos ^ cos B sen f 

sen B sen ^ 

Oj 

- cos ^ sen ^ — sen ^ cos B cos ^ 

— sen ^ sen ^+cos ^ cos B cos ^ 

sen B C03 ^ 

Oz 

sen ^ sen B 

“ cos ^ sen B 

cos â 


La matriz A se puede interpretar como la que hace pasar de las coorde¬ 
nadas de un punto P en los ejes móviles a las coordenadas en los mismos 
ejes dei punto deducido de P por la rotación (R) mediante la cual se pasa 
de los ejes üjos a los ejes móviles. 0icho de otra manera, la matriz A repre¬ 
senta la rotación (jR) en los ejes móviles; dei vector X se pasa al vector 
I =AX por la rotación {R). Para calcular el angulo a de Ia rotación (R) 
cfectuamos un cambio de ejes que se traduce por las transformaciones linea- 
les X=S.V. Y^SY'. La relación 

Y' = S-US X' 

expresa que, en los nuevos ejes, la rotación (/?) está representada por la ma¬ 
triz S i/lS. Las dos matrices A y S~^AS tienen la misma ecuación caracte- 
ristica y en particular la misma traza (suma de los términos situados en la 
diagonal principal). Cuando se elige un sistema de ejes tal que el eje de ro¬ 
tación coincida con Oz, la traza tiene por valor 1 + 2 cos a; la invariancia 
de esta traza se traduce en la fórmula (1.2.2-4) que expresa a en función de 
los ângulos de Euler: 

a 0 + 05 9 

cos - = cos-^ COS - (1.2.2-4) 

2 2 2 

Designamos por to-., m,,, los vectores de soporte Ozi, Ou y Oz respec¬ 
tivamente y que tienen por medidas respectivas 0, 6, <p. Cuando sólo varia 
el movimiento es una rotación alrededor de Ozi y la velocidad de un punto 
M es 

= Wzi X OM. 

Cuando sólo varia 9, el movimiento es una rotación alrededor de Ou y 
la velocidad de un punto M es 


^2 = ÜJ„ X OM. 

Cuando sólo varia (p, el movimiento es una rotación alrededor de Oz y 
la velocidad de un punto M es 

^3 = to* X OM. 

En el caso general, la velocidad de un punto la da la fórmula (1.2.2-5); 
ésta significa que, en la rotación alrededor de un punto fijo, la distribución 
de las velocidades es la misma que en una rotación alrededor de la recta so¬ 
porte dei vector t()=íOj,+ío„+ to es el vector rotación .instantânea. 
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u ^ Ouvz vienen dadas por las 

Las componentes dcl vector ^ j móviles Oxyz vie- 

è,^s fiios 0»,Í.Z, por !■= fórmula* d.2-2-8). 


G) X OM 


y = Vi ^2 + ^3 ' 

40 == 0>ri + Wu + 

4o„ = Ô , OI* = >^sen0 , oi, 
p = l/í sen 0 sen <p + ^ cosç) 

g = i/í sen 0 COS (p — ásencp 

^ = l/f COS 0 + *P 

p. = ^sen0seniA + écos.A 

gi=-^sen0cos./f + éseni/. 

= ip COS 0 + '/’ 


l/f COS0 + «p 


j (1.2.2-5) 
( 1 . 2 . 2 - 6 ) 

(1.2.2-7) 

( 1 . 2 . 2 - 8 ) 


• A. ia« velocidades. —Cuando tres solidos Si, Sa, 

1.2.3. Composicion rnovimiento de S3 con res- 

Sq están en rnovimiento entre si, s ^ respecto a (movimiem 

pec'o a S. =s r=suta.= « rr^con « p”c o (mc-vimtato d. 
to relativo) y dei movim.ento de Sa con mo- 

arrastre). Convenimos arrastre y el rnovimiento resultante;_el 

vimiento relativo, el rnovimiento de y Oi de Sy descnbe 

Itompo único así definido lo designaremos po - es una función 

conspecto a S. una a Sr una trayec- 

dei tiempo, «(í); un 5na función dei tiempo, ^(1). U posicion 

toria cuya abscisa curvihne ^ c «s conocida cuando se conocen los 

de un punto M de S3 con respec resultante, es decir, su velo- 

valores de los parâmetros « y ^ 5^^ ^jene dada por la fórmula 

cidad en el rnovimiento de S3 gg \n velocidad que tendria 

(1.234). El primer vector óel segundo nrtcmbro es t» ^ 

el punto M si P fuese fqa, es decij. velocidad relativa K. El se- 

Su es. pues, la velocidad con gj „ f.ese újo, es decir, 

gundo vector es la velocida que coincide con el punio M 

la velocidad con respecto a Sr f " jg arrastre F„. El teorema 

en el instante considerado; ^ así bajo la forma particular- 

de la su te ncillez es consecuencia de la adopción de una 

rnl“.^*c.:inde/;ndi.n« d.l sistema de referencta. 


/aM\ 

l^ãT/sr 


0M , 9^ fi 
—- « + P 

0OÍ 


V = Vr + V, 


(1.2.3-1) 
(1.2.3-2) 
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El movimiento más general de un sólido (5) con respecto a un sistema 
se puede interpretar de la manera siguiente. Por un punto fijo O 
dei sólido (5), se trazan los ejes Ox 2 y 2 Z 2 paralelos a los ejes OiXi^iZi. El 
movimiento de (5) con respecto a los ejes es resultante dei movi¬ 

miento de (5) con respecto a los ejes Ox 2 y 2 ^ 2 > que es una rotación alrededor 
de tm ptmto fijo, y dei movimiento de los ejes Ox 2 y 2^2 con respecto a los 
que es una traslación. De acuerdo con los resultados de la sección 
precedente, se tiene la fórmula (1.2.3-3) que expresa la velocidad de un pun- 
lo dei sólido (S) en el movimiento más general; w se llama vector rotación. 
La velocidad V es el momento resultante en M dei torsor que admite, en el 
punto O, O) como resultante general y Vo como momento resultante; de 
ello se deduce que, si se reemplaza el punto O por otro punto fijo dei sólido 
(S), el vector rotación no ha cambiado. 

Por proyección sobre ejes arbitrários, fijos o móviles, se obtienen las 
relaciones (1.2.3-4): 

F = Fo + ü) X OM 

F;c = jco + — ry 

Vy = yo -r — pz 
Vz ^ 2 o + py — qx 

La velocidad con respecto a la referencia (5i) constituida por los ejes 
OiXiyiZi de un vector ligado al sólido (5) viene dada por la fórmula 
(1.2.3-5). La velocidad de un vector que no está ligado a (S) viene dada por 
la fórmula (1.2.3-6), en la cual el término (ú^AB representa la velocidad 
de arrastre; cuando se habla de la velocidad de un vector, es necesario pre¬ 
cisar la referencia. Si el vector o> está fijo con respecto a (Si), está fijo con 
respecto a (S) y recíprocamente. 


ÚAB 

= Vb ~ Va = (O X AB (1.2.3-5) 


làAB\ 

/àAB\ 


\ dt Is, ~ 

( d, ), + “ X '>0 

(1.2.3-6) 


Se puede aplicar la fórmula (1.2.3-5) a los vectores unitários í, j, k de 
los ejes ligados a (S); designando por p, q, r las componentes sobre estos 
ejes de la rotación o>, se obtienen las fórmulas (1.2.3-7). Cuando se toma 
para el sólido (S) el triedro de Frenet de una curva alabeada, los vectores 
I k son reemplazados por los vectores unitários x, n, /> de soporte de la 


(1.2.3.3) 

(1.2.3-4) 


2 - Mecânica General 
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™,en.e. de Ja. n™..! pnnápa, y 

ItfdeSk: í'i:r„o-:i» i Js^an de la eeeva. Se obPenen .as 

fórmulas (1.2.3-8); 


di 

dí 

(U 

dT 


rj 


qk 


df 


pk 


ri 


ák_ 

dí 


qi 


■ pj (1.2.3-7) 


V V 

— T + - ® 

T R 


n 

- 

dí R 


àn 

Tt 


-Mí-S 


dí T 


(1.2.3-8) 


4 lln movimiento importante que inter 

1.2.4. Superficies e" i3,avil constantemente tangente a 

viene en mecânica ®® ® etiifUo resulta cómodo considerar el triedro geo- 
una superfície fija. En _ superfície. Se llama triedro geodésico 

désico de una curva traza a s^ superfície (S) el triedro formado por el 
de una curva (C) ttazada sobr P ^^.içn^ada en el sentido de las 

vector unitário t de la tanyn unitário G normal a la curva, tan- 

abscisas curvilmeas arbitrariamente, y el vector unitário 

— txG. Se designa por ff et anguiu v , 
taciones positivas alrededor de t:. e tiene 


n 

b 


N COS e + G sen 9 

N sen 0 — G COS 0. 



- 


FIG. 1.2.4, a. 



^ „.aa.6a » da. «ed. r/trder.So\""o" »> 
S»rCe.“ ro, ‘.So“ puaden ascribir las fdrmulas (..2.4-1). las 
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longitudes y Rg se llaman, respectivamente, radio de curvatura normal y 
ndk) de curvatura geodésica. 


CO = 


V 

— T 


V d9 

t + — T 



/V de\ 

“ - (r + di) 

V 

T- G 

Rn 

V 

- N 

Rg 

(1.2.41) 

( 

con 

1 cos6 

1 

send 

(1.2.4-2) 


Rn R 

’ Rg ~ 

R 


dx 

át 

Í---1 

\Rn RgI 

\ 

(1.2.4-3) 


Consideremos un sólido S que se desplaza manteniéndose constantemen- 
ie oi contacto con un sólido fijo 5i. En el instante í, designemos por I el 
de contacto, por V la velocidad dei punto ligado a 5 y que coincide 
oon I, por ío la rotación de S con respecto a 5i. Excluyamos el caso en que 
d ponto / es un punto singular de la superfície de uno de los sólidos. El 
pmto / describe sobre S una trayectoria (y) y sobre 5i una trayectoria (yi); 
b vekxndad de I con respecto a 5i es la suma de su velocidad con respecto a 
S j de la velocidad de arrastre V; esta última está, pues, en el plano tangen¬ 
te c ornim . El vector o> se descompone en un vector Of situado en el plano tan- 
común y un vector (úm normal. Los vectores t/, Wf y cojv se denominan: 

V, velocidad de deslizamiento de S sobre 5i; 

«f, velocidad angular de rodadura de S sobre Si; 

Wv, velocidad angular de pivoteo de S sobre Si. 


Cuando se tiene t/=0 se dice que los dos sólidos ruedan sin deslizar 
uno sobre otro; las trayectorias (y) y (yi) son entonces tangentes y se reco- 
rren ccm la misina velocidad V, En este caso, la rotación co se expresa en 
función de las curvaturas geodésicas de las trayectorias (y) y (yi). En par¬ 
ticular el pivotamiento se anula cuando las trayectorias (y) y (yi) tienen cur¬ 
vaturas geodésicas iguales. 



/dT\ 

- 

\ dt Js, 

\dí)s 


T. / 1 

OJN = 

^ hr- - 

\Rg 


+ U) X T 

RaJ 


(1.2.44) 

(1.2.4-5) 


1 Movimientos planosn — Se dice que un sólido (S) está animado 
de un movimiento plano si existe un plano P ligado a (S) que desliza sobre 
un plano fijo Pi. El movimiento de un plano mó vil Oxy sobre un plano 
fijo puede ser descompuesto; con este fin introducimos los ejes in¬ 

termediários Ox 2 y 2 paralelos a los eJes fijos OiXiyi (fig. í23-a). El movi- 
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„ie„.o resulta de un. de ^/eflüZ O fl^nSí 

en O Fn, Siendo estos elementos perpendiculares, el to 
a un vector único equipolente a w y que pasa por un pun o p - 

= Vo + m y. OM = to x IM. 

SssãtSSHS 

yectoria (Ci) con la velocidad 

= Kr + to X IM. 

T fls travectorias (C) y (Ci) serán tangentes en M si IM es normal a la 
eu^Cct para ea.o J ^sario , — 

T\ "‘""l ?S sobreT^Í.’ (C,"" guài at íXto vec,orlai a.Xl«. 

is sr =: n HSSSSHSr 

curva (a) llamada ruleta, sobre una curva (<ri) llamada base. 

^ P 
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Ejemplo, — El plano ligado a la tangente y a la normal en un punto M 
de una curva (C) desliza sobre el plano de la curva (C) (fig. 1.2.5-fc). La 
normal MN a la curva (C) toca a su envolvente (y) en un punto /. En el 
movimiento plano que se acaba de definir, el centro instantâneo de rotación 
está a la vez en la normal en M a la curva (C) y en la normal común a la 
recta MN y a su envolvente (y); el centro instantâneo de rotación es, pues, 
cl punto /. De ello se deduce, por una parte, que la normal MN rueda sin 
deslizar sobre su envolvente [esta envolvente se llama evoluta de la curva 
(C)] y, por otra, que todo punto P situado sobre MN a una distancia fija 
de M describe una curva paralela a la curva (C). 


§ 1-3- Estúdio de las aceleraciones 


13.1. Definicióti de la aceleración. — El vector velocidad de un punto 
M es una función dei tiempo. En un instante dado se pueden presentar dos 
casos importantes: o esta función admite una derivada o es discontinua. Se 
podrían concebir otros casos, tales como el de una velocidad continua que 
DO admita derivada. Estos casos son artificiales y no presentan interés prác- 
tico; los excluimos en todo lo que sigue. 

En el caso en que existe, la derivada T dei vector velocidad V dei punto 
1# se llama aceleración dei punto M. El lugar geométrico dei extremo de 
iBi vector OjjL de origen fijo y equipolente a F se llama hodógrafa dei mo- 
▼imiento dei punto M; la velocidad dei punto es igual a la aceleración F. 
Las componentes de la aceleración sobre los ejes dei triedro de Frenet de 
la trayectoria se obtienen por la derivación de la igualdad V=zV; la acele- 
lacióo está contenida en el plano osculador; su componente tangencial es V 
j su componente normal es 


T 


áV á^M 

— = —— , componenies , y 

d/ 


V = tV , 


r = T 



y2 

n — 

R 


{L3.M) 


(1.3.1-2) 


El úmco movimiento de aceleración nula es el rectilíneo uniforme. Guan¬ 
do la velocidad es discontinua, la aceleración no existe; cuando la velocidad 
cs denvable, la aceleración está acotada; los dos casos que se encuentran en 
la práctica pueden definirse dei siguiente modo: 


1. ° movímientos de aceleración acotada; 

2. ° movimientos con discontinuidades de velocidad. 


Puede ocurrir que la velocidad V de un punto M con respecto a una re¬ 
ferencia (5i) sea conocida por sus componentes sobre los ejes Oxyz de un 
triedro móvil (S). Designando por íú la rotación de (S) con respecto a (S^), 
se puede escribir la fórmula (1.3.1-3) que se proyecta sobre los ejes móviles 
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según las fórmulas (1.3.1-4) en las que p, q, r designan las componentes de 
(O sobre los ejes móviles; r„ r^, r, designan las componentes sobre los ejes 
móviles de la aceleraeión eon respecto a (Si). 


Í-) =n 

\dt/si \dt/i 


dVx 

dt 


+ Oi X y 


rVy 


(1.3.1-3) 


A 


dVy 

"dT 

dVz 


rVx 


pVz 


(1.3.1-4) 


Fz = —J— + pVy qFx 

En geometria plana, se designa por « el ângulo (Oac, x) y por «i el vec- 
tor unitário de la dirección a+ir/l. Las coordenadas polares dei vector ve- 
locidad son « y V; de ello se deduce que la aceleraeión T se puede expresar 
en la forma (1.3.1-5). Guando se utilizan las coordenadas polares r y », se 
obtiene para la aceleraeión la fórmula (1.3.1-6), en la que los vectores un^ 
tarios i y j tienen por soporte, respectivamente, el radio vector y el eje di- 
rectamente perpendicular. 

ddoí /I ^ 1 c\ 

F = tF , r = T — -f «iF — (1.3.1-5) 


r = (r - m 


(1.3.1-6) 


La posición de un punto en el espado puede definirse por sus coorde¬ 
nadas esféricas r, 0, ^ (fig. 1.2.1^). Designemos por t, /, k los vectores uni¬ 
tários de las direcciones obtenidas haciendo variar respectivamente r solo, 
e solo í solo. La rotación dei triedro (i, j. k) está representada por el vec- 
tor iú' la vdQcidad V ha sido determinada en la sección 1,2*1; la acelera- 
ción s’e obtiene sumando a la derivada la velocidad con respecto a los ejes 
(i, /, fe) el producto vectotial 


Oi = >fi COS 6 i — ijj sen Ô j + 6 k 

y = r i + rÒ j + r sen 9 ijj k 
Pr = r — r{9^ -f sen20) 

= I A (^20) — r sen 9 cos 9 
r dt 

p, = —i-^ sen^0 i/») 

^ r sen9 dí 


(1.3.1-7) 


(1.3.1-8) 
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Cuando la aceleración F pasa por un punto fijo O, el producto vectorial 
OMxr es nulo y el producto vectorial OMxV es constante. De ello se de- 
duce que la trayectoria es plana y la relación 

^2 d 0 = C àti 


donde C designa una constante. El área dei sector barrido por el radio OM 
es directamente proporcional al tiempo; se dice que el movimiento tiene lu¬ 
gar según la ley de las áreas. Eliminando el tiempo es posible expresar la 
aceleración r (medida algebraicamente en la dirección OM) en función de 
la ecuación de la trayectoria 


r - 


r - — 


C 2 

72 


-d2 

dê2' 


C d /C dr\ 
r2 d^ \r2 dô) 




(1.3.1-9) 


1.3.2, Composición de las aceleraciones. — Tres sólidos Si, 82 , S 3 es- 
tán en movimiento unos con respecto a otros. La aceleración con respecto a 
Si de un punto M ligado a S 3 se obtiene derivando la fórmula (1.2.3-1), con 
lo que se obtiene la relación (1.3.2-1). El primer parêntesis dei segundo 
miembro representa la aceleración que tendría el punto M si (3 fuese cons¬ 
tante; es la aceleración con respecto a ^2 o aceleración relativa Tr. El se¬ 
gundo parêntesis representa la aceleración que tendría el punto M si a fuese 
constante, esto es, la aceleración con respecto a Si dei punto de 82 que 
coincide con M en el instante considerado; se le llama aceleración de arras- 
tre Ffl. Para interpretar el último término conviene tener en cuenta que la 
cantidad (9M/0a)â representa la velocidad relativa F^; si se consideran « 
y à constantes, este vector está ligado a S 2 y su velocidad con respecto a 
81 es (d^M/dadl3)à^, Ahora bien, según la fórmula (1.2.3-5), esta veloci¬ 
dad es igual a iúXVr, donde ío designa la rotación de 82 con respecto a 5i, 
es decir, la rotación dei movimiento de arrastre. La fórmula (1.3.2-1) se es- 
cribe, pues, en la forma (1.3.2-2), que desempena un papel fundamental en 
Mecânica; el último término se llama aceleración complementaria. Cuando 
el movimiento de arrastre es una traslación, la aceleración complementaria 


desaparece. 




1 

f'd 2 M'^ 

V dí2 /íi 



(1.3.2-1) 

= 1 

fSM .. aw . \ 

—— 0£ -j- - 1 

3oí 0 a 2 J 

/0M ;• 

+ + 

02 M • \ 

02M ■ 

+ 2-õífi 

0 a e;8 ^ 


r — Fr-h FaH- 2(0 X Vy 


( 1 . 3 . 2 - 2 ) 
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La distribución de las aceleraciones en el movimiento de un sólido se de¬ 
termina por derivación de la relación 

F = Fo -t- w X OM 

Se obtiene la fórmula (1.3.2-3), en la cual íõ designa la aceleración angular 
que puede calcularse indistintamente con respecto al sólido o con respecto 
al espacio fijo. Si el punto O es fijo y si 6 es nulo, el segundo miembro de 
la fórmula (1.3.2-3) se reduce a su último término que representa, por con- 
siguiente, la aceleración dei punto M en una rotacion uniforme de velocidad 
angular <0 alrededor dei punto fijo O: 

r == To -f (w X OM) -f u> X (w X OM) (1.3.2-3) 


EJERCICIOS (1) 


1 . Sean A, B, C y O puntos arbitrários; demostrar que el vector 

OB X OC + OC X OA + OA X OB 

es perpendicular al plano ABC. 

2. Demostrar las relaciones siguientes: 

ÍA X B)-(C X D) = (,A- CKB -D) —{A- D){B ■ C) 

ÍA X B) X iC X D) = { A - {B X D)}C—{A ■ (B X O} D 

3. Reducir un torsor a dos vectores que tengan la misma longitud. 

4 . Reducir un torsor a dos vectores cuyas rectas soporte sean ortogonales, pasando 

una de ellas por un punto dado. 

5. Demostrar que se puede reducir un torsor a seis vectores cuyos soportes sean 

las aristas de un tetraedro; demostrar que la reducción solo es posible de una 

manera. 

6. Para que un sistema de vectores deslizantes sea equivalente a cero, es necesario 
y suficiente que el momento resultante sea nulo con respecto a tres puntos no 
situados en línea recta. 

7. Para que un sistema de vectores deslizantes sea equivalente a cero, es necesario 
y suficiente que el momento resultante con respecto a cada una de las seis aristas 
de un tetraedro sea nulo. 

8. Habiendo sido reducido un tensor a dos vectores, demostrar que la perpendicular 
común a los dos vectores corta al eje central dei torsor. 


(1) Las soluciones de los ejercicios propuestos al final de cada capítulo apareceu en el 
libro Proí)Ièfrte« de Mécanique générale, publicado por Ediciones Dunod (Paris, 1966). 
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9. Hallar el lugar geométrico de los puntos dei espacio en los cuales el módulo 
dei momento resultante de un torsor es mínimo. 

10. Dados dos torsores, ^existen puntos dei espacio en los cuales son iguales los 
momentos resultantes? 

lU Dado un torsor, hallar las curvas tales que el momento resultante con respecto 
a todas las tangentes sea nulo. 

{Solución: siendo Oz el eje central dei torsor, las curvas están definidas por 
las siguientes ecuaciones, en las que a designa una constante: 



12. Demostrar que, en un cuerpo sólido en movimiento y en un instante dado, el 
lugar geométrico de los puntos dei cuerpo cuyas velocidades concurren en un 
punto dado es una cúbica alabeada, y que el lugar geométrico de las rectas 
soporte de estas velocidades es un cono de segundo grado. 

13. Un plano móvil P se desplaza sobre un plano fíjo Pi de modo que los lados de 
un ângulo recto trazado sobre P se mantienen tangentes a una cicloide dei 
plano Pi. Hallar la base y la ruleta. 

14. Un plano móvil P se desplaza sobre un plano fijo Pi de modo que un punto Á 
de P describe una recta Ai de Pi y que una recta D de P que pasa por A se 
mantiene tangente a un círculo Fj de Pi; además se supone que Ai es tangente 
a Fj, Hallar la base y la ruleta. 

15. Determinar la trayectoria de un móvil, sabiendo que esta trayectoria es plana 
y que las componentes tangenciales y normales de la aceleración son constantes. 

(Solución: la trayectoria es una espiral logarítmica.) 

16. Hallar la trayectoria de un punto, sabiendo que la aceleración tangencial es 
constante y que la aceleración normal es proporcional al radio vector. 

(Solución: la trayectoria es una evolvente de circunferência.) 

17. Dado un movimiento de aceleración central, la condición necesaria y suficiente 
para que la hodógrafa sea una circunferência es que el producto dei módulo de 
la aceleración por el cuadrado dei radio vector sea constante. 

18. La máxima aceleración de un tren es a y su máxima deceleración es p. ^Cuál 
es el tiempo mínimo que puede tardar el tren en recorrer una distancia d, si 
se impone la condición de que las velocidades inicial y final sean nulas? 



Solución: 


19 . Un automóvil describe una trayectoria circular horizontal, con velocidad cons¬ 
tante. Calcular el vector aceleración dei elemento de matéria de cota máxima, 
perteneciente a una de las ruedas. 





CAPÍTULO 2 


CINÉTICA 


La cinética es el estúdio dei movimienío ãe las masas. El es* 
tudio de la distríbución de las masas en un sistema de puntos, 
objeto deí príntef pârrafOf couduce ã sutftas o a integrales segün 
que se trate de un sistema discreto o de una distríbución conti¬ 
nua de matéria; la integral de SHelfjes permite tratar los dos 
casos valiéndose de una notación única; ta masa específica es 
entonces una medida. Introducimos el tensor de inércia, que per¬ 
mite un estúdio sencillo de los momentos de inércia con respecto 
a las rectas que pasan por un punto fijo. En los párrafos segun¬ 
do y tercero se definen las magnitudes asodadas a Im veloci¬ 
dades (resultante y momentos cinéticos, energia cinética) y íüs 
magnitudes asociadas a las aceleraciones (fuerzas de inércia ); eí 
cálculo de estas diversas magnitudes se hace por medio de los 
teoremas de cinemática relativos a la composicion de los movi- 
mientos. 


§ 2.1. Distribución de las masas 

2*1.1. Centro y momentos de ínereia* — La geometria se basa en la no* 
ción de longitud; la cinemática, en las nociones de longitud y de tiempo, 
introduzcamos ahora la noción de masa- Se admite como axioma la posi i- 
lidad de hacer corresponder a todo sistema material un número posiüyo lla- 
mado su masa y que posee la propiedad siguiente: la masa de un sistema 

es la suma de las masas de sus partes. 

Designemos por Aí la masa de nn sistema material (A). A cada punto a 
dei sistema (A) se asocia un número positivo p llamado masa específica y 
definido de la manera siguiente: dado un elemento de volumen du de masa 
dm, que rodea al punto a, p es el limite (cuando existe) del_ cociente 
(ám/dv) cuando el volumen tiende a cero en todas sus dimensiones, La 
masa M dei sistema (A) es igual a una de las iníegrales siguientes; 



( 2 . 1 . 1 - 1 ) 
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El sistema (A) puede estar constituído por una distribución continua de 
masas, por un número finito de masas puntuales o, finalmente, por masas 
incluídas en la primera categoria y por masas incluídas en la segunda. Para 
que las relaciones (2.1.1-1) puedan ser válidas en todos los casos, basta 
convenir que las integrales que figuran en estas relaciones son integrales en 
el sentido de Stieltjes; convendremos en ello. La masa específica p debe in- 
tcrpretarse entonces como una medida (*). Guando p es constante, se dice 
que el ouerpo es homogéneo y la masa total M es igual al producto pV de 
la masa específica por el volumen total V. Se dice que un cuerpo admite un 
elemento de simetria material cuando los elementos dei cuerpo son dos a 
dos simétricos y poseen la misma masa específica. En la simetria ortogonal, 
dos elementos simétricos tienen la misma masa; en Ia simetria oblicua, no 
síempre ocurre así. 

Se llama centro de inércia de un sistema al punto G definido por la re- 
lación (2.1.1-2), que se puede escribir en la forma (2.1.1-3) designando por 
O un punto arbitrário. 



( 2 . 1 . 1 - 2 ) 



(2.1.1-3) 


Las coordenadas dei centro de inércia se designarán por -q, De las 
fórmulas (1.1.3-2) se deduce que la resultante de los vectores paralelos V dm 
aplicados a los puntos a y proporcionales a las masas dm es el vector 


rJJJd. 


aplicado en el centro de inércia G, Si un cuerpo admite un elemento de si¬ 
metria material tal que dos elementos simétricos tengan la misma masa, el 
centro de inércia está contenido en el elemento de simetria; esto excluye el 
caso de una superfície que admite un plano de simetria oblicua o de una 
línea que admite un eje de simetria oblicua, 

Se llama momento de inércia de un sistema con respecto a una recta D 
(a un plano o a un punto) la cantidad 



^ (M Sleuipvíi es põsible no recuirlr íi estas nndones de análisis. M caso fie una rcparti- 
eiüü continua de masas puode tratarse por niedJo de la integral de lÈiemann; en el caso de 
un numero finito de masas puntuales, basta reemplazar las integrales per sumas. Sln em- 
uaríío, introauclmos la Integral de Stieltjes, porque elJo conduce a urta exposíción más sin- 
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que representa la suma de los términos obtenidos multiplicando la masa de 
cada elemento por el cuadrado de su distancia a la recta (o al plano o al 
punto). Designando por Aí la masa total se hace }=Mk'^ y se da a fc el 
nombre de radio de giro dei sistema con respecío a la recta D. 

Dados tres ejes rectangulares Oxyz, se designan por A, B, C los momen¬ 
tos de inércia con respecto a los ejes, y las expresiones D, E, F definidas 
por las fórmulas (2.1.1-5) se denominan productos de inércia con respecto 
a los planos de coordenadas asociados dos a dos. 


= j* J J + ^2) dm, 

-//í (x^ -}- y^) àm 


A 

B 


(2.1.1-4) 


-Jíí yz dm , E = m zx àm , F = m xy dm (2.1.1-5) 


El momento de inércia / de un sistema con respecto a una recta A es 
igual al momento de inércia / con respecto a la recta paralela a A que pasa 
por el centro de inércia G, aumentado en el momento de inércia con res¬ 
pecto a A de la masa total M supuesta concentrada en G. Se obtiene un re¬ 
sultado análogo con los productos de inércia. En efecto, siempre se pueden 
elegir ejes que pasen por el centro de inércia en los cuales la recta A tenga 
por ecuaciones x=a, Ias integrales 


jjjxàm e 



son nulas, puesto que el centro de inércia coincide con el origen de coorde¬ 
nadas. Así se obtienen las dos relaciones siguientes: 


JfJ'» 

líl" 


— af + (y — } dwi = J// (x2 + y^) 

— a) (y — 6) dm = J J J xy dm 


dm -|- M(cfi -f Z)2) 
( 2 . 1 . 1 - 6 ) 
-f Mab (2.1.1-7) 


2.1.2. Tensor de inércia. — En un punto dado, y partiendo de los mo¬ 
mentos y productos de inércia relativos a un sistema de ejes, se puede cons¬ 
truir la tabla (2.1.2-1). Los elementos de esta tabla dependen de los ejes 
elegidos; designamos por T;/ el elemento que pertenece a Ia línea de orden i 
y a la columna de orden j. Cuando se efectúa una rotacíón de los ejes, las 
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nuevas coordenadas x'i, x' 2 , se expresan en íunción de las antiguas coor¬ 
denadas .Vi, X 2 , a :3 por las fórmulas (2.1.2-2), en las cuales los coeficientes 
están ligados por Ias relaciones (2.1.2-3). Se demuestra, como consecuencia 
de la definición de los momentos y productos de inércia, que los elemen¬ 
tos de la tabla (2.1.2-1) se transforman según las fórmulas (2.1,2-4), 


A 

— F 

— E [ 

— F 

B 

— D 

— E 

— D 

C 


Al — ílii Xl -)- 

a' 2 = 021 Al + 

X'z = 031 Al + 

2 0« «ÍL = 0 

i 

i 

Tli 


O12 A2 + 013 A3 
022 A2 -f 023 A3 
032 A 2 + O33 A3 

, para j ^ k 


Oil Cljm Ti/m 


l,m 


( 2 . 1 . 2 - 1 ) 


( 2 . 1 . 2 - 2 ) 


(2.1.2-3) 


(2.1.2-4) 


En el espacio de tres dimensiones se llama tensor de orden dos un con¬ 
junto ordenado de nueve cantidades que se transforman según las fórmulas 
(2.1.2-4) cuando se efectúa una transformación ortogonal de las coordena¬ 
das, es decir, una rotación de los ejes, La tabla (2.1.2-1) constituye, pues, 
un tensor, al cual se da el nombre de tensor de inércia dei sistema en el 
punto considerado y que será designado por el símbolo D. El tensor de inér¬ 
cia es un tensor simétrico; los elementos T;, se denominan componentes dei 
tensor. 

Se puede asociar al tensor D la transformacion lineal (2.1.2-5) cuyos coe¬ 
ficientes son las componentes dei tensor. Esta transformación hace corres¬ 
ponder a todo vector u de componentes a, /?, y el vector v de componentes 


V 


/ = A<x — — Ey 

m = — Foc — Dy 

n = — Eol — ^ Cy 



Oa X (u X 


Oa) dm 


(2.1.2-5) 


( 2 . 1 . 2 - 6 ) 


(2.1.2-7) 


» = D • « 
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Las relaciones (2.1.2-5) se pueden escribír en la forma vectorial (2.1.2-6) 
que prueba que la correspondência entre los vectores u y r es independiente 
de los ejes. También se puede demostrar este resultado de la raanera siguien- 
te; cuando se efectúa una rotación de los ejes, los componentes dei vector u 
se transforman según las fórmulas (2.1.2-2) y las componentes dei tensor □ 
según las fórmulas (2.1.2-4). Los nuevos valores de í, im, n se calculan en- 
tonces combinando las dos series de fórmulas (2.1,2-2) y (2.1.2-4); es de 
notar que así se vuelve a las fórmulas (2.1.2-2), es decir, que los nuevos va¬ 
lores de í, m, n son precisamente los componentes dei vector w en los nuevos 
ejes. Se puede escribír simbolicamente la fórmula (2.1.2-7), y se dice que 
el vector v es el producto contraído dei vector w por el tensor □. Puede con- 
siderarse que la cantidad D define el cociente de los vectores « y m. Ocurre 
a menudo que el cociente de dos cantidades no pertenece a la misma clase 
que los factores, sino a una clase más complicada. El cociente de dos núme¬ 
ros enteros no es en general un número entero, sino un número racional. De 
modo análogo, el cociente de dos vectores no es un tercer vector, sino un 
tensor de orden dos. 

El momento de inércia I con respecto a una recta d que pasa por un 
punto O se expresa por medio de las componentes dei tensor de inércia D 
en el punto O. Designando a un vector unitário de A por n, la distancia de 
un punto a a la recta A es igual al módulo dei producto vectorial «xOh. 
Así se obíienen para el momento de inércia i las diversas expresiones 
(2.1.2-9). En la última de las expresiones (2.1.2-9) aparecen las componen¬ 
tes A, B, C, D, E, F dei tensor □ y las componentes a, (3,7 dei vector u en 
un sistema de ejes arbitrários. 


r2 = (h X Oa) • (« X Oa) = « • { Oa X (h X Oa )} (2.1.2-8) 


I = 




JJJ Oa X (h X Oa) àm 


I = u ■ Q ■ u 

/ = Aa2 + -f Cy2 — 2D^y — 2Ey(x — 2Fa.p 


(2.1.2-9) 


2,1.3. Ejes principales de inércia. — Se Uama vector propio de un ten¬ 
sor D a todo vector unitário u colineal con el producto ü •«. En un sistema 
de ejes, las componentes «, /8, y de los vectores propios están determinadas 
por las ecuaciones siguientes: 

Aoc —• E/3 — Ey = Aoí 
— Ea d- E/3 — Dy = 

— Eoi — + Cy = Áy 


(2.1.3-1) 
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D(A) = 

ÍXA) = — A3 + 


— F ^ E 

B — X —D 

— D C ^ X 

(A + B + C) X^ 


— (BC + CA + AB — — F^) X 

+ ABC — AD^ — BE^ — CF^ 


(2.1.3-2) 


Las ecuaciones (2.1.3-1) no tienen solución no nula más que para los va¬ 
lores de A que anulan al determinante de los coefieientes de las incógnitas, 
LHA). La ecuación D(A) = 0 se llama ecuación característica dei tensor y sus 
raices se llaman valores característicos. De las fórmulas de transformación 
( 2 . 1 . 2 ^) se deduce que la ecuación característica es invariante respecto de 
k>s câmbios de ejes, y dei carácter intrínseco de la fórmula (2.1.2-7), que 
los vectores propios son igualmente invariantes respecto de los câmbios de 
ejes. 

Como las componentes dei tensor de inércia forman una matriz simétri¬ 
ca, las raices de la ecuación característica son todas reales. A cada valor 
característico corresponde por lo menos un vector propio u; las rectas so- 
porte de los vectores propios se llaman ejes principales de inércia. El mo¬ 
mento de inércia con respecto a la recta soporte dei vector propio u tiene 
por valor 

I = u • U • it = u • Xu = X i 

de lo que resulta que los valores característicos dei tensor de inércia son 
iguales a los momentos de inércia con respecto a los ejes principales; estos 
momentos de inércia se llaman momentos principales de inércia. Así los va¬ 
lores caracteristieos son positivos o nulos. Cuando se elige como eje Oz la 
recta soporte de uno de los vectores propios, las eeuaciones (2.1.3-1) tienen 
la solución a = ;8 = 0, 7=1, de modo que se tiene D = E = 0. Recíprocamen¬ 
te, si los productos de inércia D y £ son nulos, Oz es eje principal de inér¬ 
cia. La repartición de los vectores propios depende dei orden de multiplici- 
dad de los valores característicos. 

1. La ecuación característica no admite más que raices simples: 
Ai= 7^A2^A3. Los tres vectores propios «i, « 2 , Wg forman un triedro trirrec- 
tángulo; en efectó, la identidad (2.1.2-3) se escribe en una de las formas 
(2.1.3-4) cuando los vectores y «2 son vectores propios; como (Aj^ — A 2 ) 
es diferente de cero, de ello se deduce que los vectores y M 2 son orto- 
gonales. 


«1 • D • «2 — «2 • n • «1 s 0 

A2 «1 • «2 — Al «2 • Wi = 0 

(A 2 — Al) «1 • «2 = 0 


(2.1.3-3) 


j (2.1.3-4) 
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2.° La ecuación característica admite una raiz doble: = 

Cuando se toma la recta soporte dei vector propio como eje Oz, el ten¬ 
sor de inércia se escribe en la forma (2.1.3-5), y los valores característicos 
Al y A 2 son raíces de la ecuación (2.1.3-6); como estos valores característi¬ 
cos son iguales, el discriminante — + es nulo, de modo que se tiene 
F=0 y A=B. De ello se deduce que todo vector unitário que pase por O 
y sea perpendicular a W 3 es un vector propio cuyo valor característico es A. 
Entonces es posible elegir tres vectores propios que formen un triedro tri- 
rectángulo. 



A 

— F 

,0 

□ = 

— F 

B 

0 


0 

0 

c 


A2 — (^ + 5) A + — F2 = 0 (2.1.3-6) 


3.® La ecuación característica admite una raiz triple: Ai = A 2 = A 3 . 
Siempre se puede elegir como eje Oz la recta soporte dei vector propio «3 
y como ejes Ox y Oy dos ejes perpendiculares a Oz y perpendiculares entre 
sí. El tensor de inércia se escribe en la forma (2.1.3-7), en la cual se tiene 
C = A puesto que los tres valores característicos son iguales. De ello se de¬ 
duce que todo vector unitário que parta de O es vector propio con el valor 
característico A; por tanto, también es ahora posible elegir tres vectores 
propios que formen un triedro trirrectángulo. Cuando la ecuación caracte¬ 
rística admite una raiz triple, se dice que el tensor es esférico. 



A 

0 

0 

D = 

0 

A 

0 


0 

0 

c 1 


(2.1.3-7) 


El tensor de inércia relativo al centro de inércia se llama tensor central 
de inércia. El conocimiento de este tensor y de la masa total implica, en 
virtud de las fórmulas (2.1.1-6) y (2.1.1-7), el conocimiento de todos los ten¬ 
sores de inércia. La investigación de los ejes principales de inércia se reduce 
a la de los vectores propios dei tensor de inércia. En la práctica este pro¬ 
blema se simplifica frecuentemente por consideraciones de simetria. Un eje 
de simetria material ortogonal es eje principal de inércia para cada uno de 
sus puntos. 

Si se toman como ejes de coordenadas ejes principales de inércia en el 
punto O, el tensor de inércia toma la forma sencilla ( 2 .1.3-8). El momento 
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de inércia con respecto a una recta A de cosenos directores a, /S, y se es- 
cribe en la primera de las formas (2.1.3-9) en el caso general; en la segunda 
de las formas (2.1.3-9) cuando la ecuación característica admite una raiz do¬ 
ble (6 designa el ângulo que forma la recta A con el vector propio que co¬ 
rresponde a la raiz simple); en la tercera de las formas (2.1.3-9) cuando la 
ecuación característica admite una raiz triple. 



A 

0 

0 

D = 

0 

B 

0 


0 

0 

c 


/ = ^«2 + 5^2 + CyS 

I = A sen20 -f C cosW 
I = A 


(2.1.3-8) 


(2.1.3-9) 


2.1.4. Ejemplos. — La determinación general de los centros, de los mo¬ 
mentos y de los productos de inércia se hace por integración. Vamos a indi¬ 
car algunos resultados relativos a sólidos homogéneos de masa específica p. 

El centro de inércia de una barra rectilínea, homogénea, de masa M, de 
longitud 2a, es su punto medio. Los momentos de inércia principales en este 
punto tienen por valores 

A = B = j pX2 dX = (2.1.4-1) 

~a 

El centro de inércia de un disco circular, homogéneo, de masa M, de 
radio es su centro geométrico. Los momentos de inércia principales en 
este punto tienen por valores 

, MR^ r MR^ 

A = £ -= , C = J pA2 27rA dA = (2.1.4-2) 

0 

El centro de inércia de una esfera maciza, homogénea, de masa M, de 
radio R, es su centro geométrico. Los momentos de inércia principales en 
este punto tienen por valores 

R 

A = B = C = iJpA2 47rA2 dA = f MR^ (2.1.4-3) 

0 


3 - Mecânica General 
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El centro de inércia de un sólido de revolución, homogéneo, de eje Oz, 
está situado en Oz. Los momentos de inércia principales en un punto dei 
eje Oz se calculan por medio de dos integrales simples: 

5 

C 
A 


JJJ"”'*'” “J 

|* pz^rrr^ àz \ 

B = S + CI2 

|* p(r^l2) Trr^ dz [ 


Un cono de revolución, homogéneo, de masa M, altura h y semiángulo 
en el vértice « está limitado por una base circular de radio R = htga, Del 
valor de los momentos principales de inércia en el vértice A y C se dedu- 
ce, sin nuevos cálculos, el momento de inércia con respecto a una generatriz: 

A sen^a + C cos^oí, 

A=jMh^ + ^MR^ , C = 

El tensor de inércia en el vértice es un tensor esférico si se tiene R = 2h 
(0 sea, a = 63‘’26'5"). 

A título de ejemplo, determinemos el tensor de inércia en el origen dei 
sistema formado por tres masas iguales, de valor m, situadas en los tres 
puntos siguientes: 

! x = a ^x = 0 /x = 0 

7 = 0 B \y = a C \y = 2a 
z = 0 \ z = 2a \ z ~ a 


El tensor de inércia en el origen se escribe en la forma (2.1.4-5). La 
ecuación característica tiene la raiz simple 2 ma^ y la raiz doble lOma^. A la 
raiz simple corresponde el eje principal de inércia de parâmetros directores 
0,1,1. Toda recta que pase por el origen, perpendicular a la dirección pre¬ 
cedente, es igualmente eje principal de inércia, con lOma^ como momento 
de inércia; el eje Ox es una de estas rectas. 



lOma^ 

0 

0 

a = 

0 

6ma^ 

— 4ma^ 


0 

— 4ma^ 

6ma^ 


(2.1.4-5) 
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§ 2,2. Magnitudes asociadas a las velocidades 

2.2.1. Resultante y momento cinéticos. — Dado un punto a, de masa 
m, de velocidad V, se llama cantidad de movimiento dei punto al vector mV 
y momento cinético dei punto con respecto a O al producto vectorial 

H ~ Oa X mV^ 

cuyas componentes las dan las fórmulas (2.2.1-1): 


— m(yÉ - zy) , fíy ~ }n{zx — xz) , Hz ~ m{xy — yx) 

( 2 . 2 . 1 - 1 ) 

El momento cinético con respecto a una recta A de vector unitário u y 
que pasa por O es 

(Oa X mV) • u. 

El momento cinético con respecto a Oz es igual al doble dei producto de la 
velocidad areolar por la masa. 

Dado un sistema material, las cantidades de movimiento V àm de sus 
elementos admiten como resultante general la cantidad de movimiento que 
tendna la masa total M si estuviese concentrada en el centro de inércia G; 
ésta se llama resultante cinética dei sistema. El momento resultante con res¬ 
pecto a un punto dei torsor de las cantidades de movimiento se llama mo¬ 
mento cinético dei sistema con respecto a este punto; el momento cinético se 
designa por H. El momento resultante con respecto a un eje A se llama mo¬ 
mento cinético dei sistema con respecto a A, 

jjjo.6. = MOG . J/J V àm = M Vg (2.2.1-2) 

X V dm (2.2.1-3) 

En el caso de un sólido animado de un movimiento de traslación, el tor¬ 
sor de las cantidades de movimiento es equivalente al vector único MVc, 
cantidad de movimiento dei centro de inércia dotado de la masa total. En 
el caso de un sólido animado de un movimiento de rotación a> alrededor de 
un punto fijo O, el momento cinético en O es igual al producto dei tensor 
de inércia en este punto por el vector rotación, fórmulas (2.2.1-4). Las com¬ 
ponentes dei momento cinético sobre ejes cualesquiera vienen dadas por las 
fórmulas (2.2.1-5), y las componentes sobre los ejes principales de inércia 
dei punto O, por las fórmulas (2.2.1-6). El momento cinético y el vector ro¬ 
tación son colineales cuando este último está en la recta seporte de un vec- 
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tor propio, es decir, cuando el sólido gira alrededor de un eje principal de 
inércia: 


H 

~ 111 X (w X Oà) dm = n ' to 

(2.2.1-4) 

H:, 

= Ap 

— Fq — Er 

\ 

Hy 

= -Fp 

Bq — Dr 

( (2.2.1-5) 

Hz 

= -Ep 

— Eq Cr 

) 

Hx 

= Ap , 

Hy = Bq y Hz Cr 

(2.2.1-6) 


Una placa rectangular homogénea, de masa Aí, cuyos lados tienen lon¬ 
gitudes 21 COS a y 2/ sen a gira alrededor de una diagonal con velocidad an¬ 
gular íü. Los ejes principales de inércia en el centro O dei rectángulo son Ox 
y Oy, paralelos a los lados, y Oz, perpendicular al plano de la placa. Las 
direcciones de los vectores W y (o son simétricas con respecto a las bisectri- 
y H de los ejes porque se tiene 



/ ^ A//2sen2a 


0 


3 

A//2 COS^OÍ 

= -- — 




^ 3 

Hx = Acu cosoí 



Hy = Bcü sena. 


Fig. 2 .2.1, fl. 


Un cono de revolución, homogéneo, de masa Aí, altura h y semiángulo 
en el vértice limitado por una base circular de radio R = hX.%a, gira al¬ 
rededor de una generatriz con la velocidad angular o). El momento cinético 
en el vértice dei cono tiene por soporte la generatriz soporte dei vector ro- 
tación si se tiene 

2i?2 = 7^2 + 

o sea R = 2h, es decir, si el tensor de inércia en el vértice dei cono es un 
tensor esférico. En efecto, las componentes de este momento cinético según 
el eje de revolución dei cono y según el plano perpendicular a este eje tie¬ 
nen como longitudes respectivas 

— cosa , MRj^ + - Mh^ ci> sena 

Cuando una esfera maciza, homogénea, de masa Aí y radio R, gira alre¬ 
dedor de su centro con velocidad angular ío, el momento cinético en el cen¬ 
tro de la esfera tiene por valor 

^ = 1 MR^ ü). 
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Cuando un cubo homogéneo, de masa M y arista 2ci, gira alrededor de 
su centro con la velocidad angular to, el momento cinético con respecto al 
centro dei cubo tiene por valor 


H = ^ Md^ CO. 


2.2.2. Energia cinética. — Dado un punto a de masa m y velocidad F, 
se llama energia cinética dei punto a la mitad dei producto de la masa por 
el cuadrado de la velocidad. La energia cinética T de un sistema es la suma 
de las energias cinéticas de sus elementos. 


2T 


d,„ 


( 2 . 2 . 2 - 1 ) 


En el caso de un sólido animado de un movimiento de traslación, se 
tiene 


2T = 



F2 dnt = 


En el caso de un sólido animado de un movimiento de rotación to alrededor 
de un punto fijo O, se tienen los resultados siguientes: 

F2 = (w X Od) ■ (to X Ofl) = CO • {Ofl X (to X Oa)} (22.2-2) 

2r=o.J/Jo. X (to X Od) óm (222-3) 

2r=tO'0*to = co'/r (2.2.2-4) 


La energia cinética se expresa en función de las componentes dei ten¬ 
sor D y dei vector to por las fórmulas (2.2.2-5) en ejes cualesquiera y por 
la fórmula (2.2.2-6) cuando los ejes son los principales de inércia. 


2T = Ap^ + Bq^ + Cr2 — 2Dqr — 2Erp — 2Fpq (2.22-5) 
2T = Ap^ + Bq^ + Cr2 (2.2.2-6) 


El momento de inércia 1 con respecto al eje de rotación tiene por valor 
/=zM • D . u, designando por u un vector unitário cuyo soporte es este eje; 
de ello se deduce la expresión 2T=Iíú^. 

La energia cinética de una placa plana móvil en su plano, es igual al 
producto /ü)2 dei momento de inércia con respecto al centro instantâneo de 
rotación por el cuadrado de la velocidad angular de rotación. 

Un cono de revolución, homogéneo, de masa M, altura h, semiángulo en 
el vértice a, limitado por una base circular de radio R=h tg a, gira alrede¬ 
dor de una generatriz con la velocidad angular íd, La energia cinética viene 
dada por la fórmula (2.2.2-7); la velocidad angular a de rotación dei cono 
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y la velocidad angular A de rotación de la generatriz de contacto están rela¬ 
cionadas por la relación (2.2.2-8), cada uno de cuyos miembros expresa de 
manera diferente la velocidad lineal dei centro de la base: 

2T = (3/20) (1+5 cos2a) aj2 {2.22-1) 

{h sena) u) = {h cosa) A (2.2.2-8) 

2.2.3. Composíción de movimíentos. — Si el movimiento de un sistema 
material resulta de la composición de otros dos, el torsor de las cantidades 
de movimiento es equivalente al torsor formado por las cantidades de movi¬ 
miento relativas y por las cantidades de movimiento de arrastre. Si la posi- 
ción de un sistema depende de vários parâmetros, el torsor de las cantidades 
de movimiento es equivalente al torsor formado por las cantidades de movi¬ 
miento que tendría el sistema si cada parâmetro variase separadamente, 

El movimiento de un sistema (S) con respecto a ejes fijos OiXiyjZi se 
puede interpretar trazando por el centro de inércia G los ejes Gx-iy 2 Z 2 pa¬ 
ralelos a los ejes fijos. El movimiento es la composición de una traslación de 
velocidad Fc y de una rotación alrededor dei punto G. En la traslación, el 
torsor de las cantidades de movimiento es equivalente al vector único MVc. 
En el movimiento de (S) con respecto a los ejes Gx 2 y 2 Z 2 , la resultante ciné¬ 
tica es nula, puesto que el punto G es íijo, mientras que el momento cinéti¬ 
co en G es un cierto vector Hg. Se tiene, pues, el teorema siguiente: 

«El momento cinético OH de un sistema material con respecto a un pun¬ 
to O es la suma dei momento cinético que tendría el sistema si toda la masa 
estuviese concentrada en el centro de inércia G y dei vector Hc, momento 
cinético dei sistema con respecto al punto G, en su movimiento alrededor de 
G, referido al triedro Gx 2 y 2 Z 2 .» 

La ley de composición de las velocidades 

F - F, + F„ 

permite escribir la ley de composición de energias cinéticas en la forma si¬ 
guiente: 

+ V, ■ r. in, 

En general, la energia cinética no es igual a la suma de la energia ciné¬ 
tica relativa y de la energia cinética de arrastre. Se exceptúan los dos casos 
particulares a) y b). 

a) La velocidad relativa y la velocidad de arrastre de cada elemento 
son ortogonales. Este es el caso, por ejemplo, cuando el movimiento relativo 
es el de una figura plana en su plano, mientras que el movimiento de arras¬ 
tre es una rotación alrededor de un eje situado en el plano. El movimiento 
alrededor de un punto O de una varilla rectilínea homogénea O A, de masa 
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Aí, de longitud 2a, se puede interpretar de esta manera; designando por 2a, 
^ y íP las coordenadas esféricas dei punto A, el valor de la energia cinética 
viene dado por la relación siguiente: 

2r = I f seii20 j,2, 

b) El movimiento de un sólido (S) con respecto a un sistema O^x^y^zx 
puede interpretarse eomo composición dei movimiento (relativo) eon respec¬ 
to a los ejes Gx^y^z^i y dei movimiento (de arrastre) constituido por la tras- 
lación de velocidad Vc. El último término de la fórmula general se escribe 


2Fg 


m 


Ff dm : 


i 


B 


la integral es nula, porque es igual al producto de la masa total por la velo¬ 
cidad (relativa) dei centro de inércia. Se tiene, pues, el teorema siguiente: 

«La energia cinética de un sistema material es igual a la energia ciné¬ 
tica que tendria la masa total si estuviese concentrada en el centro de inér¬ 
cia, aumentada en la energia cinética dei 
sistema en su movimiento con respecto a 
ejes de direcciones fijas, que pasen por el 
centro de inércia.» 

Estudiemos un ejemplo. Un rombo ar¬ 
ticulado ABA'B', formado por cuatro barras 
homogéneas, de la misma masa m, de la 
misma longitud 2a, es móvil en un plano 
fijo Oxy. La posición dei rombo depende de 
cuatro parâmetros, por ejemplo, las coorde¬ 
nadas 1, 7] dei centro de inércia y los ângulos 


0 



OÉ = (Ox, A'A), p - (BB\ BA). 


Fíc. 2.23, a. 


El momento cinético con respecto al punto O es la suma dei momento ciné¬ 
tico de la masa 4m concentrada en el centro de inércia G, o sea 4 m(^ 7 ) —r;|), 
y dei momento cinético respecto de G en el movimiento alrededor dei punto 
G. El momento de inércia con respecto al punto G es 

4(wa2 4- 4 nia^) = (16/3) ma^. 

Guando solo varia el parâmetro /?, el momento cinético con respecto a G 
en su movimiento alrededor de G es 

(16/3) ma^á. 

Guando el parâmetro p es el único que varia, es posible asociar los elemen¬ 
tos de cuatro en cuatro por simetria con respecto a las diagonales dei rombo 
de manera que las cantidades de movimiento de estos cuatro elementos for- 
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inen un sistema nulo. El momento cinético H dei rombo con respecto al ori- 
gen viene, por tanto, dado por la fórmula (2.2.3-1). La energia cinética dei 

ereI°com total concentrada 

en cl centro de inércia, o sea 


2m{e + ij2), 

y de la energia cinética en el movimiento alrededor de G. La velocidad an- 

í ^ y la velocidad angular de las barras 

fórmulas ®"®tg/as cinéticas de las barras vienen dadas por las 

ícrmulas (2.2.3-2) y la energia cmetica total por la fórmula (2.2.3-3). 


H = 4m(^^ — vb + (16/3) 

i maí(i - «! + 1 (i + ^2 

J »»”(i + + 

27’ = 4m(b + ij2) + (16/3) ma^òt^ + jS^) 

§ 2.3. Magnitudes asociadas a las aceleraciones 


(2.2.3-1) 


(2.2.3-2) 


(2.2.3-3) 


2.3. í. Fuerzas de inércia. — Dado un punto a, de masa m, velocidad V 
y ace eracion r, se llama cantídad de aceleración dei punto al vector mr v 
fuerza de mercia dei punto al vector -mF. La fuerza de inércia de un piin- 
0 material admite una componente tangencial -m(dF/dí) y una componen- 
te nornial mys/í i; Ia componente normal está dirigida en Ia dirLción 
opuKta dei centro de curvatura y se Ilama fuerza de inércia centrífuga. 

Dado un sistema material, Ias fuerzas de inércia — F dm de sus elemen¬ 
tos lorman un torsor que admite como resultante general — AíFc fuerza de 
mercia que tendría el centro de inércia si toda la masa estuviese concen- 
trada en el. El momento resultante OK de las fuerzas de inércia con res- 
pecto a un punto O es igual, salvo el signo, a la velocidad dei momento ci- 

ilCllvU \-rM 4 I. 


jjjoadm = MOG , JJJ— F dm = — M Fo 
OK = JJJ Oa X (— F dm) = — ^ JJJ Gfl X F dm (2.3. 1 - 1 ) 

En el caso de un sólido animado de un movimiento de traslación, el 
torsor de las fuerzas de inércia es equivalente al vector único — MFg, fúer- 
za de inerda dei centro de inércia dotado de la masa total. Consideremos 
un solido (S) animado de una rotación tú alrededor dei punto O, con res- 
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pecto a los ejes Oxiyizi; la resultante general de las fuerzas de inércia es 
i^ual a Mrc', el momento resultante OK de las fuerzas de inércia con res- 
pecto al punto O es igual a la velocidad cambiada de signo dei momento 
cinético. 

OH = D • <0 

Utilizamos un triedro auxiliar OXYZ animado de una rotación con res- 
pecto al triedro OxiyiZi; en el triedro OXYZ, designamos por A, B, C, D, 
E, F las componentes dei tensor de inércia correspondiente al punto Oj por 
p, q, T las componentes de la rotación co; por P, Q, R las componentes de 
la rotación £2. Se tienen las relaciones siguientes: 

Hx = Ap — Fq — Er j 

Hy = — Fp + Bq — Dr ( (2.3.1-2) 

Hz = — Ep — Dq + Cr | 

Kx =- — {Ax + QHz — RHy } \ 

Ky = — {Hy + RHx — PHz } í (2.3.1-3) 

Kz = — {fiz + PHy — QHx } ) 

En el caso particular en que cl triedro intermédio OXYZ esté ligado al 
sólido (S), la rotación £2 se confunde con ia rotación ío dei sólido (S); si 
además se toman como ejes OXYZ ejes principales de inércia, las ecuacio- 
nes (2.3.1-3), se escriben en la forma simplificada ( 2 . 3 . 1 - 4 ), En el caso de 

un sólido de revolución alrededor de un eje Oz, resulta cómodo adoptar 

como triedro intermediário el triedro Oiwz definido en la sección 1 . 2 . 2 ; así 
se obtienen las fórmulas ( 2 . 3 . 1 - 5 ). 

Xx = — { Ap (C — B) qr} 1 

Ky = — [Bq A- {A — C) rp} í (2.3.1-4) 

Kz = — [Cf + {B — A) pq} ) 

Hu = AÒ P = Ô p — 6 j 

Hv = Aijjscnô Q = ijisene q = tfismO ( (2.3.1-5) 

Hz = C{ifi cosd -|- 9 ) R = tji cosd r = iji cosô + 9 ] 

2.3.2. Composición de los movimientos. — Si el movimiento de un sis¬ 
tema material es resultado de la composición de otros dos, movimiento re¬ 
lativo y movimiento de arrastre de rotación £ 2 , el torsor de sus fuerzas de 
inércia equivale al torsor formado por los vectores siguientes: 

las fuerzas de inércia relativas, —Trám; 

las fuerzas de inércia de arrastre, —r„dm; 

las fuerzas de inércia complementarias, — 2 QxF, dmf. 
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Se puede interpretar el movimiento de un sistema (S) con respecto a ejes 
íijos OiXiy±zi trazando por el centro de inércia G ejes Gx 2 y 2^2 paralelos a 
los ejes fijos. El movimiento resulta de una traslación y de una rotación al- 
rededor dei punto G. En la traslación, el torsor de las fuerzas de inércia es 
equivalente al vector único — MFg que pasa por el punto G. En el movi¬ 
miento de (S) con respecto a los ejes Gx 2 y 2 ^ 2 > la resultante general de las 
fuerzas de inércia es nula, puesto que el punto G está fijo, mientras que el 
momento resultante en G de las fuerzas de inércia es un cierto vector K^, 
Se tiene, pues, el teorema siguiente: 

«El torsor de las fuerzas de inércia de un sistema es equivalente al tor¬ 
sor formado por el vector —MTg, fuerza de inércia que tendría la masa 
total si estuviese concentrada en el centro de inércia, y por el par de eje 
Kg, constituído por las fuerzas de inércia dei sistema en su movimiento al- 
rededor dei centro de inércia.» 

Como ejemplo, vamos a calcular las fuerzas de inércia de arrastre y las 
fuerzas de inércia complementarias en el caso de un sólido animado de un 
movimiento relativo arbitrário, siendo el movimiento de arrastre una rota¬ 
ción uniforme Q alrededor de un eje fijo OiZi. 

Designemos por G el centro de inércia dei sólido y por / la proyección 
ortogonal dei punto G sobre el eje OiZi; un punto arbitrário a dei sólido 
se proyecta ortogonalmente sobre OiZi en A, Designemos por M la masa 
total dei sólido, por (ú su velocidad de rotación relativa y por Vg la veloci- 
dad relativa dei centro de inércia. 






O, 


Fic. 2.3.2, 


a) Fuerzas de inércia de arrastre, — La resultante general R y el mo¬ 
mento resultante K con respecto al punto G de las fuerzas de inércia de 
arrastre se expresan por las fórmulas siguientes: 



(2.3.2-2) 
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Los términos subrayados desaparecen al integrar, puesto que G es el 
centro de inércia dei sólido. El momento resultante, puede expresarse ex¬ 
plícitamente por medio de las fórmulas siguientes: 


AJÜ^ = — Í2(Í2 . — Sl(Sl . Ga) 

Ga X AJÍ2^ = SI X Ga(Sl • Ga) 

Ga{Sl • Ga) = SlGa'^ — Ga x (Sí x Ga) 



• Ga) ám = ISI — D • 


designando en ellas por / el momento de inércia dei sólido con respecto al 
punto G, y por D el tensor de inércia en G, es decir, el tensor central de 
inércia. Así se obtiene 

K = — SlxUSl (2.3.2-3) 


b) Fuerzas de inércia complementarias, — La resultante general R y 
momento resultante K en el punto G de las fuerzas de inércia complemen¬ 
tarias se expresan por las fórmulas siguientes: 


R 

K 

K 

K 

K 


-ííh^ X (^Vg “1“ to X Ga) ám = — • 2A/S2 x Vq 
= fffGax{-2a X ( Fg + 10 X Ga) } dm 
= JJJ^ ^ — 2to(S2 • Ga) } dm 

JJJ Caíft • Ga) ám 


= 2io X 

= 2w X { /Í2 — D • } 


(2.3.2-4) 


(2.3.2-5) 


EJERCICIOS 

1. Determinar el centro de inércia de la semicircunferencia homogênea. 

+ _y2 = ^ > 0. 

(Sulíición: í = 0 nr) = 2R) 

2. Determinar el centro de inércia dei área dei semicírculo homogéneo. 

+y'^ = , y> 0 . 

{Solución: í = 0 ZTir) = 4.R) 

3. Determinar el centro de inércia de la superfície de la semiesfera homogénea. 

+ z2 = J?2 ^ ^ ^ 0. 

(Solución: ( = r] = 0 lí = R) 
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Determinar el centro de inércia dei volumen de la semiesfera homogénea. 



x^+y^ +z^ = R2 

, 0. 

{Solución: 

í = T] =0 8: = 3R) 


Determinar el centro de inércia dei volumen 

homogéneo definido por las ecuacio- 

nes siguientes: 

v2 ^2 

Jc> 0. 


+ T5 + — = 1 

A* c* 

. y> 0, 

{Solución: 

8í = 3a , Sti = 3b 

z ^ 0. 

. 8C = 3c) 


Deteminar el centro de inércia dei arco de curva homogénea (arco de cicloide) 
definido por las ecuaciones siguientes: 

x = a{t-sQn í) , y = fl(I-cos t), 

0 < / < 271 . 

iSolución: ^ rja , 3t] = 4a) 

Dada una circunferência de masa específica estrictamente positiva, demostrar 
que todo punto interior es centro de inércia para un arco de circunferência 
y uno solo. 

Un punto M describe una curva, de la que A es un punto fijo. Se designa por G 

el centro de inércia dei arco AM de la curva supuesta homogénea. Se pide 
determinar la ley dei movimiento de manera que la ace- ^ 

íeración dei punto G sea paralela a la velocidad dei - 

punto M. '-—- 

(Solución: La inversa de la abscisa curvilínea dei pun¬ 
to M debe ser una función lineal dei tiempo). 


Se recorta una letra F de una placa de metal homogénea. 
Determinar la posición dei centro de inércia. 


Determinar el tensor central de inércia de la semiesfera 
maciza y homogénea ’ ' 



= , z ^ 0. 

{Solución: 320A = 3205 = l9mR^ , 5C = mR^) 

Determinar el tensor central de ínercia de un elipsoide macizo, homogéneo, de 
masa m, limitado por la superfície de ecuación 


I Solución: 

I 


Â = m 


+ c2 


jrZ yZ 




B = m 


+ ^2 


5 


5 
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12. Dado el volumen homogéneo limitado por las superfícies 

+ y-^ — lpz = Q , z — h= 0 iph> 0), 

calcular los rádios de giro respecto a los ejes de coordenadas. 
iSohición: = 2ph + 3/i=, = + 2ph) 

13. Un súlido está constituído por ii tubos huecos idênticos. Estos tubos cilíndricos, 
horiüontales, de espesor despreciable. radio R y masa M. estân enganchados 
uno sobre otro y se tocan en una generatriz. estando en un mismo plano 
vertical las generatriees de contacto. Calcular el momento de inércia dei só¬ 
lido con respecto al plano horizontal tangente a lo largo de la generatriz 
más alta. 

{Solucióu: 6 / = MR^n{%n^ + 1 )) 


14. Un cono de rcvolución homogéneo, de masa /ii, de semi ângulo en el vértice 

(^/4), esta limitado por una base circular situada a la distancia a dei vértice. 
Se pide determinar la posición dei centro de inércia, los momentos principales 

de inércia en el vértice O dei cono, y los momentos principales de inércia en 

el centro / de la base, 

(Solución: 4/(7 = a 

en el vértice O 4.d = 4S = 3ma^ , lOC = 3ma^, 

en el punto I 4A = 4B = , loC = 3ma^) 

15. Sc considera el toro macizo y homogéneo limitado por la superfície de ecuación 

(jc2 + J,2 ^2 _ ^2)2 _ 4^2(;^2 ^ ^2) _ g. 

Calcular los momentos de inércia principales en el origen en función de las 
longitudes íz y y de la masa total M. 

Hallar el centro de inércia de la parte dei volumen precedente situada en la 

region y > 0. 

(Soluciones: A = B ~ M i n — ^ ^ i • 

^ g 5 C ~ Af - - -; el centro de inér¬ 

cia está situado en Oy; tiene por ordenada t] = 

2jia / 


16. Un volumen homogéneo está formado por un cono de revolución de altura h 
limitado por una base circular de centro O y radio R. y por una semiesfera 
extenor al cono, que tiene por cfrcuio máximo el de ta base dei cono. Se pide 
determinar la posición dei centro de inércia dei volumen y calcular el radio 
de giro con respecto al eje de revolución. 


I So/uc‘/ó)i; OG = 


h'i — 3R2 

4{h -f 2R) 


^ 8/? + 3h\ 
10 IRA-h] 
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17. S y S' son los centros de las bases de un cilindro de revolución de radio r 
y altura h. Determinar un paralelo C de este cilindro de modo que el tensor 
central de inércia dei sólido homogéneo limitado por los dos conos que tienen 
como Yértices S y S* y como base común C sea esférico. 

IS. Una lente homogénea de espesor 2 í 2 , de diâmetro 2b, está limitada por dos cas¬ 
quetes esféricos iguales. Calcular los rádios principales de giro en el centro. 


Solución: 


«4 + 5a^b^ + lOb^ 
T0{a^ + 3b2) 


la^ + I5a^b^ + lOb^ 
“^“^2 3 ^ 2 ) 


19. Designando por Á, B, C, D, E, F, los momentos y productos de inércia de un 
sistema material con respecto a ciertos ejes y planos de coordenadas, demostrar 
que se tienen las desigualdades siguientes: 


A <B + C , BC> , /12 — (5 — 

{Solución: La ecuación de segundo grado en X 

I (x -f Ày)^ ám = 0 

no tiene raíces reales, por lo que su discriminante es negativo.) 




20. Demostrar que la tabla siguiente, formada con los componentes a, 7 
producto vectorial, constituye un tensor. 


0 

y 

^1 

— y 

0 

a 


— a 

0 


21. Demostrar que la tabla siguiente, formada con las componentes ui,vi, wi, de un 
primer vector Fi y las componentes ug, V 2 , W 2 , de un segundo vector Vi, cons¬ 
tituye un tensor. 


UlU2 

VlU2 

WiU2 

UlV2 

VlV2 

WlV2 

UlW2 

ViW2 

WlW2 


22 . 


Demostrar que la tabla siguiente, formada con las derivadas parciales de las 
componentes w, v, iv de un vector F, constituye un tensor, que se designará VF. 
Demostrar que la diferencia VF • F-rot FxF es el gradiente de una fun- 
ción <p; determinar la función <p; 


VF = 


{Solución: fp — F^/Z) 


dii 

du 

du 

dx 

dy 

dz 

dv 

dv 

dv 

dx 

dy 

dz 

dw 

dw 

dw 

dx 


dz 
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25. Demostrar el teorema siguiente. Para que un sistema de nueve cantidades Tij 
constituya las componentes de un tensor, es necesario y suficiente que, cuales- 
quiera que sean los vectores X (de componentes X,) e Y (de componentes y,), 
la cantidad a se mantenga invariante por cambio de ejes: 

o =^TijXiYi 

a 

24. Una circunferência homogénea móvil en un plano rueda sin resbalar sobre una 
recta fija. Demostrar que ei torsor de las fuerzas de inércia es equivalente a1 
vector único igual a la fuerza de inércia que tendría la masa total si estuviese 
concentrada en el punto de la circunferência diametralmente opuesto al punto 
de contacto con ia recta fija. 




CAPÍTULO 3 


princípios de la mecânica 


La mecânica se basa en principias cuyo valor estriba en la 
comprobaciôn experimental de las consecuencias que de ellos se 
pueden deducir. La exposición de los principias puede partir dei 
piinío material para llegar a los sistemas o partir de sistemas de 
los cuales un caso particular es el dei punto material. El segun¬ 
do modo de exposición, más realista, es el adoptado aqui. Todos 
los principias de la mecânica esíán incluidos en un enunciado 
único, la ley fundamental; esta ley es una relación entre la lon- 
gitud, el tiempo, la masa y la fuerza; postula la existência de una 
cronologia y de sistemas de referencia absolutos. Las consecuen¬ 
cias inmediatas de esta ley se estudian en el segundo pârrafo. 
El tercer pârrafo estâ dedicado a la búsqueda de los sistemas de 
referencia que se pueden considerar como absolutos; según la 
aproximación que se desee se toman como sistemas de referencia 
la tierra, ejes que pasan por el centro de inércia de la tierra o 
ejes que pasan por el centro de inércia dei sistema solar. La bús¬ 
queda de una precisión cada vez mayor implica el abandono de 
las nociones de espado y de tiempo absolutos y la adopción de 
los principios de la relatividad. Los princípios de la relatividad 
restringida se exponen en el curso dei cuarto pârrafo; la mecâ¬ 
nica clâsica constituye una excelente aproximación de la mecâni¬ 
ca relativista. 


§ 3.1. Ley fundamental de la mecânica 

3.1.1. Magnitudes fundamentales. — Partiendo de resultados experi- 
mentales se han establecido los principios de la mecânica. Estos principios 
son perfeccionados incesantemente a medida que las experiencias se hacen 
con más precistón; tienen por objeto permitir la explicación y Ia previsióii 
de los fenómenos naturales. La mecânica es una ciência experimental cuya 
historia está dominada por dos nombres: Newton (1642-1726) y Einstein 
(1879-1955). 
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En mecânica hay cuatro magnitudes: longitud, tiempo, masa y fuerza. 
Cada una de estas magnitudes está definida por experiencias que permiten 
mediria, y sus propiedades se adoptan como axiomas. Desde este momento 
es posible razonar y utilizar los teoremas establecidos en matemáticas; de 
este modo, la mecânica, ciência experimental, constituye un ejemplo de apli- 
cación de las matemáticas. Para medir una magnitud es necesario definir 
la igualdad y Ia adición, y elegir una unidad. La arbitrariedad de la elec- 
ción de la unidad implica la homogeneidad de las fórmulas. La relación 
que existe entre las cuatro magnitudes precedentes constituye la ley funda¬ 
mental de Ia mecânica. 

a) Longitud. La primera noción de longitud se ha impuesto por el 
contacto de nuestros sentidos con los cuerpos impenetrables y resistentes. 
Estos cuerpos poseen la propiedad característica de que dos cualesquiera 
de ellos conservan las mismas dimensiones relativas siempre que se les com¬ 
para. Esta propiedad permite medir la distancia entre dos elementos mate- 
riales por medio de una regia; este procedimiento es precisamente el que 
implica la geometria para medir la distancia entre dos puntos por medio 
de un segmento de recta. Las distancias así medidas confirman, dentro de 
los limites de nuestra experiencia, los axiomas de la geometria euclidea 
de tres dimensiones. 

Un sólido es un cuerpo cuyos puntos tienen distancias mutuas constan¬ 
tes, y se conviene en representar por sólidos o asimilar a sólidos los cuer¬ 
pos impenetrables y resistentes. Se da igualmente a los sólidos el nombre 
de referencias. Las leyes de la mecânica no son válidas más que en ciertas 
referencias que convendrá precisar. 

b) Tiempo. — Guando un punto se desplaza con respecto a una refe¬ 
rencia, se puede asociar un número a cada posición dei punto; asi se de¬ 
fine un tiempo. La noción de tiempo implica el que haya por lo menos un 
punto que se desplaza con respecto a un sólido; el tiempo se define por el 
movimiento. Guando se ha definido el tiempo, es decir, cuando se ha ele¬ 
gido una cronologia, se construyen aparatos, los relojes, que permiten redu- 
cir la medida dei tiempo a la medida de una posición. No obstante, para 
asignar una fecha a un acontecimiento por medio de un reloj, es necesario 
poder decidir si el acontecimiento considerado y el paso de la aguja dei 
reloj por una cierta posición son simultâneos o si uno de ellos es anterior 
al otro. La memória nos permite tener una idea precisa de la simultaneidad 
de dos sensaciones o de su orden de sucesión, y el acuerdo de todos los 
observadores a este respecto indica que se trata de propiedades intrínsecas, 
que hacen posible la medida dei tiempo. 

Guando se cambia la cronologia, resultan modificadas las velocidades y 
las aceleraciones, de modo que las leyes de la mecânica no son válidas más 
que en ciertas cronologias que convendrá precisar. 


4 - Mecânica General 
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c) Masa. — Se establece como axioma la posibilidad de hacer corres¬ 
ponder a todo sistema material un número positivo llamado su masa y que 
posee la propiedad siguiente: la masa de un sistema es la suma de las ma- 
sas de sus partes. En física se aprende a determinar las masas; el axioma 
precedente se cumple, dentro de la precisión de las medidas. 

d) Fuerza. — Las causas de los movimientos se llaman acciones mecâ¬ 
nicas. Se distinguen las acciones de contacto (por ejemplo, la acción de la 
raqueta sobre una pelota de tenis) y las acciones a distancia (por ejemplo, 
la atracción universal). Igualmente se clasifican las acciones mecânicas apli¬ 
cadas a un sistema Á en acciones exteriores (acciones sobre A de cuerpos B 
extranos 3. A) y acciones interiores (acciones sobre una parte üí de A de 
otra parte aj de A). Esta clasificación es relativa. Para el sistema formado 
por una mesa y su cajón, la acción dei suelo sobre la mesa es una acción 
exterior, la acción dei cajón sobre la mesa es una acción interior; para el 
sistema formado por la mesa sola, la acción dei cajón sobre la mesa es una 
acción exterior. 

Elegido un intervalo de tiempo (^o, ti) se admite como axioma la posi¬ 
bilidad de hacer corresponder a cada acción mecânica exterior que actúa 
durante el intervalo de tiempo (ío, h) un torsor llamado torsor de los im¬ 
pulsos y que posee la siguiente propiedad: 

«El torsor de los impulsos que corresponde a la acción de un sistema 
material B sobre otro sistema A es el torsor formado por los torsores [7;/] 
correspondientes a las acciones de los elementos bj de B sobre los elementos 
üi de A.» 

En el caso de las acciones mecânicas interiores, no es posible establecer 
una representación tan sencilla. Sin embargo, siempre que exista un esque¬ 
ma en el cual las acciones mecânicas inicialmente interiores pueden ser in¬ 
terpretadas como acciones exteriores, estas acciones mecânicas se pueden 
representar por un torsor; pero no siempre existe tal esquema. 

Los torsores de las impulsiones asociadas a las diversas acciones mecâ¬ 
nicas exteriores se determinan por la experiencia. Siendo fijo el instante to 
y variable el instante t, el torsor de los impulsos [7] que representa la ac¬ 
ción de un sistema material B sobre otro sistema material A es una función 
dei tiempo. En un instante dado t = tu pueden présentarse dos casos: o bien 
esta función admite una derivada, o bien es discontinua (excluimos los otros 
casos que son artificiales y no tienen interés práctico). En el primer caso, 
la derivada dei torsor de los impulsos se denomina sistema de los vectores 
fuerzas que, en el instante t=tt, representa la acción dei sistema B sobre 
el sistema A, En el segundo caso, la discontinuidad dei torsor de los impul¬ 
sos se denomina sistema de los vectores percusiones que, en el instante t=ti, , 
representa la acción dei sistema B sobre el sistema A. 
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Sirtnna de los vectores fuerzas 


m -1 [/j 


(3.1.1-2) 
(3.1.1-3) 


Sistema de los vectores percusiones, [P] = A[/] (i) 


3.1.2. Enunciado de Ia ley fundamental. — Dado un sistema eti movi- 
miento, designemos por [íí] el torsor de las cantidades de movimiento y por 
[/] el torsor de los impulsos exteriores; el torsor [n] depende de la refe¬ 
rencia y la cronologia adoptadas para definir el movimiento. La ley funda¬ 
mental de la mecânica es la siguiente: 

Existen sistemas de referencia privilegiados llamados absolutos y una 
cronologia privilegiada llamada absoluta tales que el movimiento de un sis¬ 
tema material con respecto a un sistema de referencia y una cronologia ab¬ 
soluta deja invariante al torsor [í^]-[/]. 

Este enunciado, muy general, es válido cualesquiera que sean los movi- 
mientos estudiados; vamos a considerar las formas más sencillas bajo las 
cuales se puede presentar la ley fundamental en cada uno de los dos casos 
que se encuentran en la práctica: movimientos con aceleraciones acotadas 
y movimientos con discontinuidades de velocidades. 

1 . ® Movimientos con aceleraciones acotadas. El torsor de las cantida¬ 
des de movimiento [O] posee una derivada con respecto al tiempo igual al 
torsor de las cantidades de aceleración; de ello se deduce que el torsor de 
las impulsiones [J] tiene una derivada con respecto al tiempo; por defini- 
ción, esta derivada es igual al torsor de las fuerzas exteriores. Se puede 
enunciar la ley fundamental en la forma siguiente: 

«En el movimiento de un sistema material con respecto a un sistema de 
referencia y una cronologia absolutas, las fuerzas exteriores a las que está 
sometido este sistema y las fuerzas de inércia de sus elementos forman en 
cada instante un torsor equivalente a cero.» 

2 . ° Movimientos con discontinuidades de las velocidades. Los movi- 
mientOE con discontinuidades de las velocidades se llaman choques. La ley 
fundamental expresa la ínvariancia dei torsor [n]-[/]; en un choque, el tor- 
^r [O] experimenta una díscontínuidad A[n], y se deduce de ello que el 
iorsor [/] experimenta simultaneamente una discontinuidad A[/]. Esta dis- 
continuidad es igual, por definición, al torsor [P] de las percusiones exte¬ 
riores. Se puede enunciar la ley fundamental en la forma siguiente: 

«En el movimiento de un sistema material con respecto a un sistema de 
referencia y a una cronologia absolutas, las percusiones exteriores a las que 
está sometido este sistema y las variaciones de las cantidades de movimiento 
de sus elementos forman dos torsores equivalentes.» 


(*) Designainos por AA la discontinuidad de una magnitud A. 
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La ley fundamental puede ser aplicada al estúdio dei movimiento de un 
punto material. Un punto material es un cuerpo cuyas dimensiones son pe¬ 
quenas con respecto a la precisión de las medidas. Las leyes físicas que de- 
terminan qué torsor de los impulsos hay que hacer corresponder a cada ac- 
ción mecânica indican, en el caso dei punto material, que el torsor derivado 
d[/]/dí 0 el torsor de las percusiones A[/] se reducen a un vector único 
llamado vector fuerza F o vector percusión P y que pasan por el punto con¬ 
siderado. En el movimiento con respecto a una referencia y a una crono¬ 
logia absolutas, la ley fundamental de la mecânica dei punto se escribe en 
la forma (3.1.2-1) en el caso de los movimientos con aceleraciones acotadas, 
y en la forma (3.1.2-2) en el caso de los movimientos con discontinuidades 
de velocidad. Un punto material sustraído a toda acción exterior está ani¬ 
mado de un movimiento rectilíneo uniforme (considerado el movimiento 
con respecto a una referencia y a una cronologia absolutas). No siempre es 
legítimo estudiar el movimiento de los sólidos pequenos asimilándolos a 
puntos materiales y aplicándoles las leyes de la mecânica dei punto. Sin em¬ 
bargo, en el párrafo siguiente demostraremos que el movimiento dei centro 
de inércia de un sistema material obedece a las ecuaciones de la mecânica 
dei punto, que de este modo adquieren un interés particular. 


mV = F 

m^V = P 


(3.1.2-1) 
(3.1.2-2) 


3.1.3. Corolários de Ia ley fundamental. 

a) Ley fundamental de la estática. — «Cuando un sistema material está 
en reposo con respecto a una referencia absoluta, los vectores fuerza que 
representan las acciones exteriores a las que está sometido este sistema for- 
man un torsor equivalente a cero.» 

b) Oposición de la acción y de la reacción. — Dados dos elementos ma- 
leriales a y b, las acciones dei elemento b sobre el elemento a forman un 
torsor [/]; las acciones dei elemento a sobre el elemento b forman un tor¬ 
sor [/']. Designamos por [S] y [Q] el torsor de los impulsos exteriores y 
el torsor de las cantidades de movimiento para el elemento a, y por [5'] 
y [n'] los torsores análogos para el elemento b. Según la ley fundamental, 
cada uno de los tres torsores siguientes conserva un valor constante: 


[Q] + m - [5] - [S'] 
[Q] - [S] - [/] 

m - - [/'] 


De esto se deduce que el torsor [/] + [/'] es constante. En el caso de los 
movimientos con aceleraciones acotadas, hay oposición entre las fuerzas que 
representan las acciones de b sobre a y las fuerzas que representan las ac- 
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ciones de a sobre b. En el caso de movimientos con discontinuidades de ve¬ 
locidade hay oposición entre las percusiones que representan las acciones de 
b sobre a y las percusiones que representan las acciones de a sobre b; sien- 
do siempre nulas las percusiones a distancia, no hay que considerar este 
último caso a no ser que los elementos a y b estén en contacto. 

Dado un sistema material (5), se llama fraccionamiento de (S) su des- 
composición en un número finito de conjuntos disjuntos (5*) cuya unión es 
idêntica a (5). Designando por [/í/] el torsor de los impulsos que representa 
las acciones dei elemento (Sj) sobre el elemento (5 í), se tiene 

Ué + Ué = 0 

luego 

2 2 ® (3.1.3-1) 

< J 

Esta última relación es válida cualquiera que sea el fraccionamiento 
considerado. 

c) Cambio de referencia geométrica. — La ley fundamental da la rela¬ 
ción vectorial que existe entre los vectores fuerzas exteriores y las fuerzas 
de inércia en un movimiento referido a ejes absolutos OiXiyiZx y a una 
cronologia absoluta. Si se conserva la cronologia absoluta, pero se refiere 
el movimiento a ejes Oxyz animados de un movimiento cualquiera con res- 
pecto a los ejes absolutos Oix^y^zx, las nuevas fuerzas de inércia —T^dm 
son diferentes de las primitivas — Fi dm y ya no están en equilibrio con 
los vectores fuerzas exteriores. Entonces tampoco se aplica la ley fundamen¬ 
tal. El teorema de la composición de las aceleraciones se escribe en la forma 

Fl = rr+r(/ + 2iÚ X Fr , 

donde Ta designa la aceleración de arrastre de los ejes Oxyz con respecto a 
los ejes OiXiyiZi, <o la rotación de los ejes Oxyz con respecto a los ejes 
OiXxyiZi y Fr la velocidad relativa. La fuerza de inércia absoluta —Fi dm 
puede descomponerse en tres vectores: 

— Fr-dm , fuerza de inércia relativa; 

— Fadm , ' fuerza de inércia de arrastre; 

— 2(0 X Fr dm , fuerza de inércia complementaria. 

Con respecto a una referencia animada de un movimiento cualquiera. Ia 
ley fundamental para un sistema material es ia misma que si la referencia 
fuese absoluta, a condición de anadir a las fuerzas exteriores que realmente 
actúan sobre el sistema dos torsores de fuerzas fictícias: las fuerzas de inér¬ 
cia de arrastre — F^dm y las fuerzas de iríercia complementarias — 2(ox 
X Fr dm. 
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Las fuerzas de inércia complementarias son nulas en el caso dei equilí¬ 
brio relativo y en el caso en que el movimiento de arrastre es de traslación. 
Si el movimiento de arrastre es una traslación rectilínea y uniforme, las 
fuerzas de inércia de arrastre son también nulas; toda la referencia dotada 
de un movimiento de traslación rectilíneo y uniforme con respecto a una 
referencia absoluta es ella misma una referencia absoluta. 

En e! caso de los movimieníos con discontinuidades de velocidad, las 
fuerzas de inércia complementarias se mantieiien finitas y, por consiguiente, 
00 dan lugar a percusión alguna. Por consiguiente, con respecto a una refe¬ 
rencia dotada de un movimiento arbitrário, ia ley fundamental para un sis¬ 
tema material es la misma que si Ia referencia fuese absoluta, a condición 
de anadir a las percusiones exteriores actuantes realmente sobre el sistema 
un torsor de percusiones fictícias constituído por los vectores — dm. 

3.1.4. Determinación de los vectores fuerzas. — Los torsores impulsos 
que conviene hacer corresponder a las diversas acciones mecânicas exterio¬ 
res están determinados por las leyes de la física. De hecho, estas leyes de- 
terminan los vectores fuerzas; de ello se deducen por integración las leyes 
relativas a los torsores impulsos. Para obtener las leyes relativas a los tor¬ 
sores percusión, se considera el impulso correspondiente a un intervalo de 
tiempo que contiene al instante de choque; luego se supone que este inter¬ 
valo es suficientemente pequeno para que los desplazamientos puedan ser 
despreciados. Hay que distinguir las acciones a distancia y las acciones de 
contacto. 

1 Acciones a distancia, — Los impulsos son funciones continuas dei 
tiempo; de esto resulta que las acciones a distancia nunca dan lugar a per¬ 
cusiones. Además, los vectores fuerzas correspondientes a las acciones a dis¬ 
tancia son siempre finitos. El vector fuerza correspondiente a la acción de 
un campo magnético sobre una corriente eléctrica está definido por la ley 
de Laplace. En el caso de la atracción universal, los vectores fuerzas están 
definidos por la ley de Newton que traduce la relación (3.1.4-1); el vector 
F representa la acción de un punto P de masa M sobre un punto Q de masa 
m; / designa una constante. 

PQ 

(3.I.4-1) 

En la proximidad de la superfície de la tierra, en una pequena región, 
la dirección y la magnitud de la atracción terrestre pueden considerarse 
como constantes, El estúdio de la gravedad en la proximidad de Ia super¬ 
fície de la tierra se puede, pues, hacer adoptando el modelo siguiente. La 
superfície de la tierra {el suelo) se representa por un plano Ilamado plano 
horizontal; Ia atracción de la tierra sobre una partícula de masa m es una' 
fuerza mg, designando g un vector constante dirigido según la vertical des- 
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cendente (dirección perpendicular al suelo). Con esta aproximación, el sis¬ 
tema de las fuerzas debidas a la gravedad y que se ejerce sobre un sólido 
de masa Aí es equivalente a la fuerza única Mg que pasa por el centro de 
inércia. El centro de inércia se llama por esta razón también centro de gra¬ 
vedad. 

2 .° Acciones de contacto. — Cuando dos sólidos (5) y (Si) están en 
contacto, las impulsiones que representan las acciones de (Si) sobre (S) 
constituyen un torsor [/]; la acción de (S) sobre (Si) está representada por 
el torsor — [/]. Las acciones de contacto desempefian en general en los pro¬ 
blemas de mecânica el papel de incógnitas auxiliares. Cuando el torsor [7] 
es una función continua dei tiempo, el torsor derivado [7] representa las 
fuerzas de contacto. Cuando los dos sólidos entran en colisión en un ins¬ 
tante t=0, el torsor [7] tiene un valor constante [7i] para t<0 y un va¬ 
lor constante [721 para t>0; la discontinuidad [7] = [7o] —[7i] representa 
Ias percusiones de contacto. 

a) Leyes de las fuerzas de contacto. — El torsor de las fuerzas de con¬ 
tacto [7] admite como elementos de reducción en el punto de contacto A 
de dos sólidos una resultante general R y un momento resultante G. En la 
normal común a las dos superfícies y en el plano tangente común los dos 
vectores precedentes se proyectan respectivamente según los cuatro vectores: 


/V, reacción normal; 

T, fuerza de resistência al desliza- 
miento; 

par de resistência al pivoteo; 

Gt, par de resistência a la rodadura. 



Fig. 5.1.4, 



Fuerzas en Newtons 
Velocidades en Km/hora 


Fig. 3.1.4, ò. 


Designemos por V la velocidad de deslizamiento dei sólido (S) con res- 
pecto al sólido (Si) y por íú la rotación de (5) con respecto a (5i). Las le¬ 
yes cuantitativas que rigen la resistência al pivoteo y la resistência al des¬ 
lizamiento no son bien conocidas; sin embargo, se tiene el resultado cuali- 
tativo siguiente: ío ■ G ^ 0. Cuando el deslizamiento no es nulo, el momento 
G es despreciable; para simplificar, lo despreciaremos en todos los casos. 
Las leyes que rigen la resistência al deslizamiento pueden ser enunciadas así: 
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la componente N está orientada desde (Si) hacia (S); 

la componente T satisface las condiciones siguientes: 

si C/^0,setiene(^f T • C. < 0 ; 

I I J| =f{N,U) 

si Í7 = 0 , se tiene | T | ^ f{N, 0) 

La funcion / depende de las variables iV y Í7 y de la naturaleza de los 
cuerpos; en el caso de dos sólidos de fundiciónj sus valores están indicados 
en la figura 3.1.4-f7. Su conocimiento es importante para el estúdio dei fre- 
nado, por ejemplo para determinar la distancia de detención de un tren. 

Las leyes de las fuerzas de contacto son sencillas en dos casos. Primer 
caso: el rozamiento es suficientemente pequeno para que se le pueda des¬ 
preciar; entonces la funcion / se supone nula. Segundo caso: el rozamiento 
es suficientemente grande para impedir todo deslizamiento; la funcion / no 
está precisada, pero se la supone tal que siempre se verifica la desigualdad 
\T\^Í(N, 0). 

b) Leyes de las percusiones de contacto, — El torsor de las percusiones 
de contacto ejercidas por un sólido (Si) sobre un sólido (S) admite como 
elementos de reducción en el punto de contacto de los dos sólidos una re¬ 
sultante general P y un momento resultante. Se admite que el momento 
resultante es despreciable. Cuando el rozamiento es despreciable, se puede 
enunciar el resultado siguiente: 

«Las percusiones de contacto ejercidas por un sólido (Si) sobre un só¬ 
lido (S) son equivalentes a un vector único cuyo soporte es la normal común 
a los dos sólidos y orientado desde (Si) hacia (S).» 

3.1.5. Representación de Ias acciones mecânicas interiores. — Las ac- 

ciones mecânicas exteriores pueden representarse por vectores o por campos 
de vectores. Las diversas acciones mecânicas interiores a un sistema (5) pue¬ 
den representarse por torsores siempre que sea posible considerar fraccio- 
namientos que hagan exteriores a estas acciones para una de las partes. El 
conocimiento que así se obtiene es muy imperfecto, puesto que estas accio¬ 
nes mecânicas están representadas por un torsor, es decir, por una resul¬ 
tante general y por un momento resultante. Para representar de manera 
completa las acciones mecânicas interiores más generales, es necesario in- 
troducir no un campo de vectores como en el campo de las acciones mecâ¬ 
nicas exteriores, sino un campo de tensores. 

Para establecer este resultado, fraccionemos un sistema material (S) en' 
dos partes (5i) y {S 2 ) y consideremos un punto M en la frontera común 
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(2). Se admite que las acciones ejercidas por (S 2 ) sobre (Si) son acciones de 
contacto, representadas por un campo de vectores fuerzas definidos sobre 
(2) y que tienen en cada punto de (2) una densidad superficial T; se admi¬ 
te además que el vector T no depende más que dei punto M y dei vector n, 
vector unitário normal a (2) y orientado desde (Si) bacia (S 2 ). En particu¬ 
lar la densidad superficial T no depende dei fraccionamiento considerado. 
Vamos a establecer el teorema siguiente: 

«La densidad superficial r(M, n) es igual al producto contraído de un 

cierto tensor que no depende más que dei punto M, por el vector 

unitário n.» 



Para demostrar este teorema, aplicamos la ley fundamental de la mecâ¬ 
nica a un volumen elemental constituido por un prisma recto cuyas bases 
son rombos y cuyas caras laterales son cuadrados de lado a (fig. 3.1.5, a). 

Designemos por ju, un punto situado en el prisma o en su superfície, por 
pifi) la masa específica y por Fp dr la fuerza exterior que actúa sobre el vo¬ 
lumen elemental d-. La ley fundamental de la mecânica aplicada a la por- 
ción de matéria interior al prisma, indica en particular que el momento 
resultante respecto dei centro O dei prisma de las fuerzas exteriores y de 
las fuerzas de inércia es nulo: 



X yp dr = 



X Fp dr -\- 



X T d(7 


(3.L5-1) 


i yWpW = i\p)o + Olí • YP)o + 0(a^) 

I F(jí)p(jj,) = (Fp)g + Ou • (grad Fp)^ + 0 (a^) 

Cuando la longitud a es un infinitésimo, tomado como infinitésimo principal, 
las integrales de volumen que figuran en la relación (3.1.5-1) son infinitési- 
mos de quinto orden por lo menos, como se observa sustituyendo los térmi¬ 
nos Yp y Fp por sus desarrollos en un enforno dei punto O. Designemos 
ahora por (5i), ( 82 ), (5'i), (^' 2 ) las caras laterales dei prisma, por Pi, P 2 > 
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P '2 sus centros; por (S), (5') las bases, por P y P' los centros de las 
bases. Como el punto ju. pertenece a la cara (5i), se puede escribir: 

TQi, m) = T(Pi, m) + Pi(jL. (^d T)p^ + 0(a^) 

jj0[LX Táa= a^OPi X J(Pi, m) + 0(a4) 

(S) 

Son válidas fórmulas análogas para cada cara dei prisma. Como las integra- 
les de volumen en la fórmula (3.1.5-1) son infinitésimos de quinto orden, 
se deduce: 

OPi X TiPi, m) — OP\ X T(P'u ni) 

+ 0 P 2 X J(P 2 , n 2 ) — OP '2 X J(P' 2 , n 2 ) 

+ OP X T{P, u) — OP^ X T{P\ u) = 0, 

designando «i, ^2 y u los vectores unitários normales a las caras (5i), (S 2 ), 
(S) y orientados bacia el exterior dei prisma. Despreciando los infinitésimos 
de segundo orden, la última igualdad se puede escribir: 

PiP'i X J(M, m) + PzP'2 X T{M, nz) + PP' X T{M, «) = 0, 

coincidiendo el punto M con el vértice A dei prisma, por ejemplo. Por mul- 
tiplicación escalar por u, se deduce de ello íinalmente: 

(PxP\ X Jl + P2P'2 X J 2 ) ■ « = 0, 

(« X PlP\) • Jl + (« X P2P\) • ^2 = 0, 

es decir: 

Hl • 2*2 — H2 • 7i =0 (3.1.5-2) 


Ahora se puede aplicar este resultado a los elementos de superfície que 
pasan por un punto M y orientados paralelamente a los planos de coorde¬ 
nadas. Las componentes normales de las tensiones según los elementos de 
superfície se designarán por Ni, N 2 , N 3 ; las componentes tangenciales, que 
son seis, son dos a dos iguales: Ti, To, T 3 . Estas componentes son en cada 
instante t función dei punto M. 



Fig. 3.1.5, &. 
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Considerando ahora, siempre en el punto M, un elemento de superfície 
perpendicular al vector unitário n, de cosenos directores y, designamos 
por T(M, n) la tensión superfícial correspondiente. Aplicando tres veces la 
fórmula (3.1.5-2), se obtienen las relaciones siguientes: 

: Tx — N\<x + + 727 

j 7^2/ = Taa + + Tiy 

( Tz ~ Tzoc + 7i^ + Nzy 

que expresan que el vector T{M, n) es el producto contraído dei ten- 
sor ^(M) por el vector unitário n. 


T(M, n) 


■6(M) 

• fi 


Ni 

Tz 

Ts 

^M) = 

T3 

Ns 

Ti 


Ts, 

Ti 

Nz 


Se comprueba que el conjunto de las componentes Ni, N 2 , N 3 , Ti, T 2 , Ts 
ordenadas seg^ la tabla de arriba constituye efectivamente un tensor ^ 

y este tensor que no depende más que dei punto M y dei tiempo se 
denomina tensor de esfuerzos interiores. 

Así se llega a establecer que es posible representar las acciones mecâni¬ 
cas interiores por un campo de tensores simétricos. La determinación de es¬ 
tos tensores rebasa el plan de un curso de mecânica general y pertenece a 
la mecânica de los médios contínuos. 

Para hacer resaltar la diferencia que existe entre las acciones mecânicas 
exteriores que pueden ser representadas por vectores y las acciones mecâni¬ 
cas interiores que, en el caso más general, no pueden ser representadas más 
que por tensores, se hablará de fuerzas exteriores y de esfuerzos interiores. 
La terminologia «fuerzas interiores» se utilizará unicamente en el caso muy 
particular en que las acciones mecânicas interiores puedan ser representadas 
por vectores; este caso es, por ejemplo, el de un conjunto discreto de puntos 
materiales que se atraen mutuamente. Los esfuerzos interiores se llaman a 
veces esfuerzos de cohesión, 

3.1.6. Investígación de las cronologias absolutas. — La ley fundamen¬ 
tal de la mecânica no es válida más que en una cierta escala de tiempo, 
llamada cronologia absoluta, cuya existência constituye uno de los axiomas 
de la mecânica. La ley fundamental es una relación entre la longitud, el 
tiempo, la masa y la fuerza; permite, pues, determinar una de estas mag¬ 
nitudes cuando son conocidas las otras tres. Así, cuando un cuerpo está en 
movimiento bajo la acción de fuerzas conocidas, puede ser establecida la 
teoria de su movimiento, y este movimiento permite entonces defínir el mo¬ 
vimiento absoluto, puesto que la determinación experimental de las coor- 
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tienadas dei cuerpo equivale a una determinación dei tiempo. En cinemá¬ 
tica el tiempo estaba definido por un movimiento arbitrário; en dinâmica 
el tiempo que se debe adoptar no puede ser definido más que por un mo¬ 
vimiento que se sepa expresar por medio de ecuaciones. Un tal movimiento 
constituyc el reloj. La ley fundamental nos indíca que todos los relojes cuya 
teoria ha sido correctamente establecida dan, salvo errores de observación, 
el mismo valor dei tiempo. El problema que se plantea entonces es bailar 
un reloj que no solamente sea utilizable de manera momentânea, sino que 
permita medir duraciones cualesquiera, por grandes que sean; es necesarío 
encontrar un reloj que sea perpetuo. Son los movimientos de la mecânica 
celeste los que ofrecen a este respecto los mayores recursos. 

a) El tiempo sideral. — Durante mucho tiempo se ha admitido que la 
figura formada por las estrellas constituía un sólido y que el movimiento de 
la tierra con respecto a las estreitas era una rotación uniforme alrededor 
de la recta que pasa por los polos. Esta hipótesis definia el tiempo y per¬ 
mitia su medida. El tiempo así definido se llama tiempo sideral. 

Más adelante demostraremos (sección 9.1.2) que un sólido de revoiución 
sometido a fuerzas exteriores que adniiten una resultante que pasa por su 
centro de inércia, y que gira inicialmente alrededor de un eje, conserva una 
velocidad angular de rotación constante. En una primera aproximación es¬ 
tas condiciones se cumplen en el caso de la tierra. 

b) El tiempo de las efemérides. — El descubrimiento de la ley de la 
atracción universal, el desarrollo de la mecânica celeste y el fracaso persis¬ 
tente de todas las tentativas para establecer una teoria exacta de la luna 
según la ley de Newton dieron lugar a dudas sobre la constância de la velo¬ 
cidad angular de rotación de la tierra alrededor de su eje. Como en los mo¬ 
vimientos dei sol y de los planetas inferiores se observan íluctuaciones dei 
mismo tipo que en el movimiento de la luna, se ha llegado a la conclusión 
de que las discrepâncias de posición observadas no son reales, sino única¬ 
mente consecuencia de las irregularidades de la rotación de la tierra. 

Desarroltando las consecuencias de la ley de la atracción universal, se 
puede calcular la longitud media aparente Lo dei sol en función dei tiempo 
absoluto í dei cual la ley fundamental supone la existência. Así se estable- 
cen las efemérides dei movimiento dei sol. Una vez establecídas estas efe¬ 
mérides, basta medir la longitud dei sol para conocer e! tiempo. El tiempo 
así definido se llama tiempo de las efemérides; Mientras la definición dei 
tiempo sideral se basa en la teoria de Ia rotación de la tierra, la definición 
dei tiempo de las efemérides está basada únicamente en la teoria de la tras- 
lación de la tierra. 

E! tiempo de las efemérides t difiere ligeraraente dei tiempo sideral T. 
Estos resultados no deben sorprendernos, porque Ia asimüación de la tierra 
a un cuerpo sólido no constitiiye más que una aproximación; Ias mareas y 
los fenómenos meteorológicos responden a desplazamientos de masas que' 
tienen efectos medibles. 
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Gradas a los edipses relatados por los antiguos se ha podido extender 
a 2 000 anos aproximadamente la comparadón dei tiempo de las efeméri¬ 
des y dei tiempo sideral. Se obtiene una fórmula de la forma 

t = T+ ar2 + ... (3.1.6-1) 

con; 

30 segundos 

“ - 7 , , > — 

(1 siglo)- 

Si se conviene, en un instante dado, en adoptar el mismo valor para el 
tiempo sideral T y para el tiempo de las efemérides t, la diferencia entre los 
dos tiempos será de 

0,3 segundo al cabo de 10 anos, 

30 segundos al cabo de 100 anos, 

50 minutos al cabo de 1 000 anos. 

El valor positivo dei coeficiente « corresponde a un aumento de la du- 

ración dei día sideral y también dei día solar medio, y este aumento es de- 
bido esencialmente al frotamiento dei mar sobre la tierra bajo la acción de 
las mareas. La duración dei día, inversamente proporcional a la velocidad 
angular de rotación de la tierra, 

oj = {á9jdt) = {áe/dTX\—2oct), 
crece como {l+2at); al cabo de un siglo, ha aumentado en 

24 h 60 segundos ^ 0.00164 segundo. 

1 Slglo ^ 

El tiempo de las efemérides es el adoptado actualmente como cronologia 
absoluta en los cálculos de mecânica celeste. 

c) El tiempo universal. — Para las necesidades de la vida ordinaria, es 
más cómodo definir el tiempo a base dei movimiento dei sol con respecto a 
la tierra, El ângulo horário dei centro dei sol es el ângulo que forma con 
el plano meridiano de un lugar el plano que pasa por la línea de los polos 
y por el centro dei sol; este ângulo define el tiempo solar verdadero. Cono- 
ciendo la rotación de la tierra y el movimiento de su centro con respecto al 
sol, se pueden calcular las desigualdades periódicas dei tiempo solar verda¬ 
dero (sección 9.3.1). Si se restan estas desigualdades, proporcionadas por la 
teoria, dei tiempo solar verdadero, proporcionado por la experiencia, se ob¬ 
tiene el tiempo solar medio. El tiempo solar medio dei meridiano origen 
(meridiano de Greenwich) se llama tiempo universal. El tiempo universal 
se cuenta de 0 a 24 horas; la hora doceavci coincide con el mediodía dei 
tiempo solar medio en Greenwich. 
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La definición dei tiempo universal se basa en las teorias de la rotación 
y de la traslación de la tierra. En cada país la hora legal está relacionada 
con el tiempo universal, dei cual difiere en una constante. En 1965 el 
tiempo universal fue igual al tiempo de las efemérides disminuido en 35 se¬ 
gundos aproximadamente. 

d) El tiempo de los relojes. — Para las necesidades prácticas, el hom- 
bre ha construído los relojes, que imitan el movimiento de los astros. Mien- 
tras se supuso que la rotación de la tierra era uniforme, se regularon los 
relojes de acuerdo con la rotación de la tierra. Pero los relojes acabaron por 
tener un movimiento más regular que el de la tierra. 

Los primeros relojes utilizaron una péndola que oscilaba en un segundo. 
Luego fueron reemplazados por diapasones cuya frecuencia era 1 000 ciclos 
por segundo, después por osciladores de cuarzo de frecuencia 10® ciclos por 
segundo. 

Un descubrimiento reciente ha permitido construir relojes basados en 
ondas emitidas por los átomos. El primer reloj atómico prácticamente uti- 
lizable fue construído en 1956. Su principio radica en el hecho de que los 
átomos emiten ondas de frecuencia constante; la péndola ha sido reempla- 
zada por átomos de cesio colocados en un tubo de vacío. Las oscilaciones 
son transmitidas a un dispositivo que vibra con la misma frecuencia, o sea 
9 192 631 770 ciclos por segundo. Los relojes de cesio son actualmente los 
más precisos. Los progresos de las telecomunicaciones permiten referir to¬ 
das las observaciones de fenómenos físicos a cualquier reloj y comparar 
todos los relojes entre sí. Todos los relojes atómicos dan resultados concor¬ 
dantes. Definen así una nueva cronologia que se ha convenido en adoptar 
como tiempo absoluto para el estúdio de los movimientos de corta duración. 

El tiempo de las efemérides y el tiempo de los relojes poseen cada uno 
sus ventajas. Unicamente el tiempo de las efemérides presenta un carácter 
perpetuo y permite medir intervalos de larga duración; sin embargo, la di- 
ficultad de su empleo no permite precisar de él más que un cierto número 
de instantes, entre los cuales hay que prever interpolaciones; para estas 
interpolaciones el tiempo que se utiliza es el de los relojes. Para el estúdio 
de la rotación de la tierra, por ejemplo, el tiempo de las efemérides permite 
reconocer desigualdades de período muy largo,' mientras que el tiempo de 
los relojes revela desigualdades de corta duración. 

§ 3.2. Teoremas de la cantidad de movimiento 

3.2.1. Teorema de Ia resultante cinética. — Los teoremas demostrados 
en este párrafo son consecuencia de la ley fundamental; están basados eft 
una interpretación de los términos que contienen las fuerzas de inércia. Se- 
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gún la ley fundamental, la suma geométrica de las cantidades de aceleración 
es igual a la resultante general de las fuerzas exteriores. Esta suma geomé¬ 
trica de las cantidades de aceleración puede interpretarse como la derivada 
de la resultante cinética, o bien como la cantidad de aceleración dei centro 
de inércia dotado de la masa total. 




dm 


dm 



V dm = HFe 


= Mya = ^Fe 


(3.2.1-1) 


(3.2.1-2) 


Teorema de la resultante cinética. En cada instante, la velocidad (con 
respecto a una referencia y a una cronologia absoluta) de la resultante ci¬ 
nética de un sistema material es equipolente a la suma geométrica de las 
fuerzas exteriores. 

Teorema dei movimiento dei centro de inércia. El centro de inércia de 
un sistema material se desplaza como si toda la masa estuviese concentrada 
en él y como si todas las fuerzas estuviesen transportadas allí paralelamente. 

Se pueden sustituir las igualdades vectoriales (3.2.1-1) y (3.2.1-2) por 
igualdades escalares proyectándolas sobre una recta D arbitraria. Guando la 
recta D está fija (con respecto a un sistema absoluto), la proyección de la 
derivada de la cantidad de movimiento es igual a la derivada de la proyec¬ 
ción de la cantidad de movimiento; según esto, cuando se quiere proyectar 
la fórmula 


ÍJJ|Fdm-SF„ 

se puede efectuar la derivación dei primer miembro antes o después de la 
proyección. Cuando la recta D es mó vil, ya no ocurre así; la igualdad vec- 
torial (3.2.1-1) que siempre es válida puede proyectarse todavia sobre la 
recta D, pero hay que tener cuidado de derivar primero el vector 

jjjvén, 

y proyectar luego la derivada obtenida; las operaciones de derivación y de 
proyección no son ya permutables. 

3.2.2. Teorema dei momento cinético. — Designemos por O un punto, 
fijo con respecto a un sistema de referencia absoluto. Según la ley funda¬ 
mental, el momento resultante en O de las cantidades de aceleración es igual 
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al momento resultante de las fuerzas exteriores. El momento de las cantida- 
des de aceleración puede interpretarse como la derivada dei momento ciné¬ 
tico (momento resultante de las cantidades de movimiento) 


H = 




V ãm ; 



Oa X ám ~ ^ Oa 

át 


X 


Fe 


(3.2.2-1) 


Teorema dei momento cinético. En todo instante, la velocidad (respec- 
to a una referencia y a una cronologia absolutas) dei momento cinético con 
respecto a un punto fijo es equipolente al momento resultante en este punto 
dei sistema de las fuerzas exteriores. 

La igualdad vectorial (3.2.2-1) se puede sustituir por igualdades escala¬ 
res proyectando los dos miembros sobre una recta D arbitraria. Cuando la 
recta D está fija (con respecto a un sistema absoluto), la proyección de la 
derivada dei momento cinético es igual a la derivada de la proyección dei 
momento cinético; ya no ocurre así cuando la recta D es móvil, pero siem- 
pre es posible proyectar la relación (3.2.2-1) a condición de tener cuidado 
de derivar el momento cinético antes de proyectar. 

Si se toma un triedro de referencia absoluto trirrectángulo Oxyz, pro¬ 
yectando la igualdad (3.2.2-1) sobre el eje Oz se obtienen las relaciones 
(3.2.2-2) y (3.2.2-3). En el caso de un solo punto sometido a fuerzas que 
admiten una resultante paralela a Oz, el movimiento tiene lugar según la 
ley de las áreas. 



En la aplicación dei teorema dei momento cinético es de destacar: 1° el 
sistema de referencia con respecto al cual se evalúan las velocidades debe 
ser un sistema absoluto; 2.° el punto con respecto al cual se toman los mo¬ 
mentos debe ser un punto fijo. 

Cuando el sistema de referencia no es absoluto, los teoremas de las resul¬ 
tantes cinéticas y dei momento cinético son válidos a condición de anadir a 
las fuerzas exteriores las fuerzas de inércia de arrastre y las fuerzas de 
inércia complementarias. 

3.2.3. Empleo de ejes que pasan por el centro de inércia. — Conside¬ 
remos ejes Gx 2 y 2^2 Que pasan por el centro de inércia de un sistema mate- 
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rial y poseen direcciones fijas con respecto a un sistema absoluto. Este sis¬ 
tema está animado de un movimiento de traslación de aceleración Tc. Las 
fuerzas de inércia de arrastre —Tc forman un sistema equivalente a un 
vector único —MTc que pasa por el punto G; el momento resultante de 
las fuerzas de inércia de arrastre es, pues, nulo en el punto G. Las fuerzas 
de inércia complementarias son nulas. Por tanto, se puede aplicar el teore¬ 
ma dei momento cinético al movimiento de un sistema material alrededor 
de su centro de inércia (sin hacer las correcciones habituales debidas a las 
fuerzas de inércia de arrastre y a las fuerzas de inércia complementarias) a 
condición de que el momento cinético se tome con respecto a G. Así, a tí¬ 
tulo excepcional, los ejes Gx^y^z^ se comportan como ejes absolutos en lo 
que concierne a la aplicación dei teorema dei momento cinético con respec¬ 
to al pimto G. 

Este resultado se puede graieralizar. Designemos por OiXiyiZi un siste¬ 
ma absoluto y por fx^y^z^ un sistema cuyos ejes son respectivamente para¬ 
lelos a los ejes dei primer sistema. La velocidad y la aceleración dei punto 
/ se designan por Vj yTi. Designemos por v la velocidad de un punto a de 
masa dm con respecto a los ejes /xayozg y por V=v+V; su velocidad con 
respecto a los ejes OiXjyiZi. Designemos por h el momento cinético respec¬ 
to de / mi el movimiento con respecto a los ejes }x 2 y 2 Z 2 y por H el mo¬ 
mento cinético respecto de / en el movimiento con respecto a los ejes 

OiXiyiZi. 


X «dm 

(3.2.3-1) 

^ = V dm 

(3.2.3-2) 

H h + M JG X Vj 

(3.2.3-3) 


l.“ Escribamos el teorema dei momento cinético con respecto al punto 
/ en lo que concierne al movimiento con respecto a los ejes Jx 2 y 2 Z 2 - Se pue- 
den considerar estos ejes como absolutos a condición de introducir las fuer¬ 
zas de inércia de arrastre — T,- dm. Así se obtiene el resultado siguiente: 


dh 

d7 


= H Ja X Fg — 



Ja X Vj dm 


áh 

— = S /fl X Fg — M JG X Tj 
àt 


(3.2.3-4) 


(3.2.3-5) 


El término de corrección — M /CxT,- es nulo si / se confunde con G y, en 
general, para todos los puntos / cuyo vector •aceleración pase por el centro 
de inércia. En estos puntos / se puede escribir el teorema .dei momento ci- 
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nético para el movimiento con respecto a los ejes JX 2 y 2 Z 2 siri términos de 


correccion. 


Primer caso JG X = 0 


Segundo caso Vj X Vo = 0 
Fig. 3.2.3, a. 


2.® Escribamos ahora el teorema dei momento cinético con respecto al 
punto / en lo que concierne al movimiento con respecto a los ejes OiXiyizi. 
Derivando la relación (3.2.3-3) se obtiene, teniendo en cuenta la ecuación 
(3.2.3-5), la relación siguiente: 


— = X Fe - M V} X Vg (3.2.3-6) 

dí 

El término de correccion — M VjXVc es nulo si / se confunde con G 
y en general si la velocidad dei punto / es paralela a la dei centro de inér¬ 
cia. En estos puntos / se puede escribir el teorema dei momento cinético 
para el movimiento con respecto a los ejes Oix^y^zi sin términos de co- 
rrección. 

Los puntos / definidos por la condición /Gxr/=0 son diferentes de 
los puntos / definidos por la condición VjXVg=0; el punto G pertenece a 
las dos categorias. El teorema dei movimiento cinético se puede aplicar al 
punto G sin términos de corrección, tanto cuando se considera el movi¬ 
miento con respecto a los ejes absolutos como cuando se considera el mo¬ 
vimiento con respecto a ejes de direcciones fijas que pasan por G. 

§ 3,3. Investígación de las referencias absolutas 

3.3.1. Ejes ligados a la tierra. — A fin de poder utilizar la ley funda¬ 
mental, nos falta referir los sistemas absolutos con respecto a los cuales es 
válida esta relación. La solución más cómoda seria 
adoptar como sistema absoluto ejes ligados a la tie¬ 
rra, lo que en efecto se hace en una primera aproxi- 
mación. La mayoria de los fenómenos mecânicos 
habituales pueden ser explicados asi y previstos con 
'buena aproximación. Se considera, pues, muy a me- 
nudo, que la ley fundamental puede ser aplicada en 
un sistema de ejes ligados a la tierra. 

Sin embargo, experiencias relativas a la caída de 
los cuerpos han puesto de manifiesto un desacuerdo 
entre la teoria y la realidad. En cada punto de la 



Fig. 3.3.1, a. * 
Ejes ligados a Ia tierra. 
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lierra, una masa m está sometida a una fuerza mg que puede considerar- 
se como constante en una pequena región. En un punto O de la super¬ 
fície de la tierra se pueden elegir los ejes Oxyz ligados a la tierra, tales 
que Ox esté dirigido hacia el sur, Oy hacia el este y Oz según la vertical 
ascendente. 

En el sistema de ejes precedente, considerado como absoluto, el movi- 
miento de un punto pesado abandonado en el origen, sin velocidad inicial, 
en el instante t=0, está regido por las ecuaciones siguientes: 


x = 0, X = 0 

y =0, y = 0 

z = —g, z = 



El punto de caída teórico está situado en la vertical dei pimto de par¬ 
tida, mientras que la experiencia pone de manifiesto una ligera desviación 
hacia el este. Para explicar este fenómeno, ha habido que renunciar a la 
simplifícación que consistia en considerar como absolutos los ejes ligados a 
la tierra. 

3.3.2. Ejes que parten dei centro de inércia de la tierra. — En una se¬ 
gunda aproximación, se consideran como absolutos ejes que parten dei cen¬ 
tro de inércia de la tierra y poseen direcciones fíjas con respecto a las es- 
trellas consideradas formando un sólido. En estas condiciones, los ejes liga¬ 
dos a la tierra están animados de una rotación o paralela a la línea de los 
polos, orientada dei polo sur al polo norte. Se pueden considerar los ejes 
precedentemente defínidos Oxyz como absolutos, a condición de introducir 
las fuerzas de inércia de arrastre y las fuerzas de inércia complementarias. 
En un punto dado, la fuerza de inércia de arrastre es una constante que 
se suma a la atracción terrestre para formar el peso mg que supondremos 
dirigido hacia el centro de inércia de la tierra. La fuerza de inércia comple¬ 
mentaria es 


— 2miú X Vr I 


las componentes dei vector co sobre los ejes Oxyz en un punto de latitud 
A son 


— a> cosA , 0 , cü senA. 

El movimiento está defínido por las ecuaciones siguientes: 
X = + 2a> senA y 


y ~ — 2a> senA jc -— Ico cosA i 


z 


g + 2oj cosA y 
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Para integrar las ecuaciones precedentes, convenimos en considerar la 
aceleración de la gravedad g como una constante; estando en el origen la 
posición inicial y siendo nula la velocidad inicial, el sistema (3.3.2-1) puede 
ser integrado una primera vez. 

Entonces la función y es solución de la ecuación (3.3.2-2), y la integra- 
ción se termina en la forma (3.3.2-3) 


3^ 

-f 4<o^y — 2(0 cosA gt 


(3.3.2-2) 

4<jo^x = 

g cosA sen A 

a(íü/) 


Aco^y = 

g cosA 

^{<ot) j 

' (3.3.2-3) 

4oj^z = 

— lafigfi + g cos^A 

a(cü/) 


oc(cot) 

P(cot) 

= — 1 + + cos2a>í 'l 

= 2(jot — sen2aíí J 

1 (3.3.2-4) 


En caídas de poca duración, el producto wí, cantidad adimensional, es 
pequeno. Se pueden efectuar desarrollos en serie de las funciones a(íoí) y 
despreciando los términos en (wt)” para n ^ 4, se expresan x, y, z por 
las fórmulas (3.3.2-5). Así se explica el fenómeno de la desviación hacia el 
este; por eliminación dei tiempo, se obtiene, en la forma (3.3.2-6), la rela- 
ción entre la desviación y y la altura de caída z: 

^ = 0 , y = i CO cosXgt^ , z = — i gt^ (3.3.2-5) 
y = ^ cosA oiz (3.3.2-6) 


En una teoria más rigurosa hay que tener en cuenta las variaciones de g 
con la altitud: 

g = goRHJ^ + z)-2 


designando por R el radio de la tierra y por go el valor al nivel dei suelo 
de la aceleración de la gravedad; con ella se debe tener en cuenta igual¬ 
mente la convergência de las verticales. En una aproximación sólo hasta el 
primer orden, las componentes dei peso vienen dadas por las expresiones 
(3.3.2-7) y las ecuaciones dei movimiento son todavia lineales. 


^ R 


— g 


y 
^ R 
R + z 


X 

“ 5 + ■■ 


f, - + ... 




(3.3.2-7) 
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Los resultados relativos a la desviación hacia el este son confirmados 


por la experiencia. La elección de los ejes que parten dei centro de la tie- 
rra es, pues, mejor que la de los ejes ligados a la tierra; sin embargo, cier- 
tos fenómenos, tales como los de las mareas, no pueden ser todavia expli¬ 
cados. El movimiento de la luna debería originar una marea por día, pero 
se observan dos mareas. Para explicar las mareas es necesario renunciar a 
ia aproximación que consiste en considerar como absolutos los ejes que par¬ 
ten dei centro de la tierra. 

3.3.3. Ejes que parten dei centro de inércia dei sistema solar. — En 

una tercera aproximación, se considera aún que las estrellas son fijas, mien- 
tras que los cuerpos que pertenecen al sistema solar son móviles. Se des¬ 
precia la acción de las estrellas sobre el sistema solar; entonces este es un 
sistema aislado que no está sometido a fuerza exterior alguna, de modo que 
su centro de inércia está animado de un movimiento rectilíneo uniforme con 
respecto al sistema absoluto dei cual la ley fundamental supone la existên¬ 
cia. Esto ha conducido a adoptar como sistema absoluto los ejes que tienen 
por origen el centro de inércia dei sistema solar y direcciones fijas con res¬ 
pecto a las estrellas; tal sistema se llama sistema de Copérnico. 

Los astros dei sistema solar actúan unos sobre otros; la tierra está so- 
metida a la atracción de todos los demás astros. Sobre una masa dm se 
ejerce la fuerza 9 dm. Con respecto al sistema de Copérnico, los ejes cuyo 
origen es el centro de la tierra, y que tienen direcciones fijas poseen una 
aceleración yr- El teorema dei movimiento dei centro de inércia se escribe 
en la forma (3.3.3-1), donde M designa la masa de la tierra. Se puede ad¬ 
mitir que, para los puntos A próximos al centro T de la tierra, el vector 
<ç{A) es una función^neal dei vector TA\ así se obtiene la relación (3.3.3-2), 
en la cual el tensor 9 es una constante. 



(3.3.3-1) 


<9{A) = <p(T) + <p • TA + ... 


(3.3.3-2) 



es nula, puesto que el centro de inércia de la tierra está en T. La acelera¬ 
ción de arrastre de la tierra tiene, pues, por valor yr — ^iT). Se pueden 
considerar los ejes cuyo origen es el centro de inércia de la tierra como 
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absolutos, a condición de anadir a las fuerzas exteriores cp dm las fuerzas 
de inércia de arrastre 


— Yr dm = — V(T) dm, 

es decir, a condición de sustituir el vector (p por el vector cp — cp(T). El cam¬ 
po ç es esencialmente debido a las atracciones de la luna y dei sol; vamos 
a evaluar estas atracciones. 



Designemos por L la masa de la luna y tomemos el eje de las x pasando 
por el centro de la luna; los ejes Ty y Tz son perpendiculares y parten dei 
centro de la tierra (fig. 3.3.3 -íj). Designemos por D la distancia dei centro 
de la tierra al centro de la luna y por d la distancia de un punto A de 
coordenadas x, y, z al centro de la luna; tenemos 

í/2 = (x — D)2 + j,2 + ^2 

d = (Z)2 — 2Dx -b x 2 -f- ^ ^2)^ 


(3.3.3-3) 


Las componentes dei campo ç debido a la atracción de la luna vienen 
dadas por las fórmulas (3.3.3-4), en las cuales el coeficiente /x designa la 
constante de la atracción universal; se obtiene el valor de cp(T) haciendo 
:ic = y = z — 0, lo que permite determinar las componentes dei vector 


<p 


í/3 ^ 


í/3 '• 


fiL 

lÃ 


( - 


y) 

2 ) 


/íL 

fjiL 

fiL 



) (3.3.3-4) 
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V — <P(70 


D2 D £)2 2) 

D2 i) 
fxL z 


(3.3.3-5) 


Las primeras componentes son las de un vector constante dirigido hacia 
el centro de la tierra; este vector se suma al peso. Queda un vector para¬ 
lelo a Ox, que tiene por módulo 

(3x/Z)) 

Así, considerando como absolutos los ejes de Copérnico, la acción de la 
luna sobre un punto situado en la superfície de la tierra equivale a una 
repulsión por parte dei plano perpendicular a la dirección tierra-luna. Hay, 
pues, dos mareas por día lunar. La acción dei sol es análoga, pero su valor 
es aproximadamente la mitad de la acción de la luna. En el momento de 
la luna nueva y de la luna llena, las acciones de la luna y dei sol se suman 
(mareas de agua viva); en los cuartos de luna creciente y menguante, se 
oponen mutuamente (mareas de agua muerta). Si la luna y el sol estuviesen 
situados en la línea de los polos, el plano repulsivo seria fijo y no habría 
mareas; por el contrario, las mareas son máximas cuando la luna y el sol 
están en el plano dei ecuador; para el sol, esto tiene lugar en los equinoc- 
cios; esta es la razón de que las lunas llenas y las lunas nuevas de equi- 
noccio correspondan a las grandes mareas. 

3,3.4. Ejes cuyo orígen es el centro de inereia dei universo. — Es na¬ 
tural preguntarse si no es posible perfeccionar aún los resultados buscando 
un sistema absoluto ligado al universo y con respecto al cual el sistema de 
Copérnico posea una aceleración distinta de cero. A este fín vamos a de¬ 
mostrar que existe un sistema, y uno sólo, con respecto al cuál el sistema 
de las cantidades de movimiento dei universo es equivalente a cero. 

Admitamos que el espacio ocupado por la matéria esté acotado, y apli¬ 
quemos al universo entero la ley fundamental. El centro de inércia G dei 
universo está animado de un movimiento rectilíneo uniforme con respecto a 
todo sistema absoluto y uno de éstos está ligado invariablemente a G; sea 
(Si). En el movimiento con respecto a este sistema, el momento cinético 
dei universo respecto dei punto G es constante. Designemos ahora por (S) 
un sistema de referencia conocido ligado a G; el momento cinético H dei 
universo en el punto G en el movimiento'con respecto a (S) es conocido. 
Designemos por o) la rotación (desconocida) de (S) con respecto a (Si); la 
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composición de los movimientos permite escribir la relación 

en la cual Ha es el momento cinético debido a las velocidades de arrastre: 

Ha= D • (Ú. 

ífi = -ff + D • <o (3.3.4-1) 

Fi = F + w X GM (3.3.4-2) 


J// F2 dw = m Vi^ dm + m (u) X GM)2 dm 

-/// Fi * (cj X GM) dm (3.3.4-3) 


El tensor □ es una función conocida dei tiempo t. La ecuación H^=0 
determina to de manera única. Por tanto, ligada a G existe una referencia 
(^i) y una sola con respecto a la cual el momento cinético dei universo es 
nulo; luego hay un sistema y uno solo con respecto al cual las cantidades 
de movimiento dei universo forman un sistema equivalente a cero. A este 
sistema se le denomina sólido principal dei universo. 

Las velocidades con respecto a (5) y (Si) están relacionadas por la fór¬ 
mula (3.3.4-2), y las energias cinéticas por la fórmula (3.3.4-3), en la cual 
el último término, que tiene por valor —2o> -Hi, es nulo. Luego, de todos 
los sistemas de referencia, el sólido principal es aquel con respecto al cual 
la energia cinética es minima. Se conviene en adoptar este sólido como sis¬ 
tema absoluto. 

Estas consideraciones son primordialmente teóricas porque, en la prác- 
tica, según la aproximación que se desee, se adopta como sistema absoluto 
ya sea ejes ligados a la tierra, ya sea ejes que pasan por el centro de la 
tierra y de direcciones fijas con respecto a las estrellas, ya sea el sistema 
de Copérnico. Como no se ha logrado jamás que la mecânica de Newton 
coincida plenamente con la experiencia, ha habido que considerar que la 
noción de tiempo absoluto constituia sólo una aproximación. Esto es lo que 
ha originado la teoria de la relatividad creada por Einstein. 

§ 3.4. Princípios de la rela-fívídad restringida 

3.4.1. Experiencia de Michelson. — La teoria de la relatividad nació 
de la contradicción entre las consecuencias de la mecânica clásica y algunos 
resultados experimentales de los cuales el más célebre es el debido a Mi¬ 
chelson. Este midió la velocidad de la luz con respecto a la tierra; halló el 
mismo valor en todas las direcciones en diversas épocas. Como no hay ra- 
zón alguna para suponer que la tierra esté inmóvil, fue necesario abandonar 
la ley clásica de la composición de velocidades basada en la noción de tiem¬ 
po absoluto. Esto condujo a postular el principio siguiente, llamado princi- ' 
pio de la relatividad restringida: 
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«Todas las leyes de la naturaleza tienen la misma forma para dos obser¬ 
vadores que se desplazan mutuamente con un movimiento de traslación rec- 
tilíneo uniforme.» 

De manera más precisa, para cada uno de estos dos observadores existe 
un sistema de coordenadas locales (/, Xi, X 2 , xs) (t es el tiempo; xi, X 2 , Xs, 
las coordenadas de espacio) en el cual una ley natural se expresa por me¬ 
dio de las mismas ecuaciones. En particular, para cada uno de estos obser¬ 
vadores, la velocidad de la luz es la misma en todas las direcciones. 

Al observador A asociamos las coordenadas (xo = t, Xi, X 2 , X 3 ) y al ob¬ 
servador B las coordenadas = íi, I 2 , ís). El observador B está anima¬ 
do con respecto a A de una traslación rectilínea uniforme de velocidad P; 
nos proponemos hallar las relaciones que existen entre las coordenadas x 
y t Para simplificar suponemos que la velocidad de la luz es igual a 1; 
establecemos la hipótesis de que las relaciones entre las coordenadas x y i 
son lineales y que los coeficientes son funciones de jS solamente; podemos 
escribír (^): 

ii = ^(P) + (Xi (/, j = 0, 1, 2, 3) (3.4.1-1) 

Por un cambio de origen, siempre se puede suponer que las «y son nu¬ 
las; esto es lo que haremos. Consideremos un plano que se desplaza con 
la velocidad de la luz; escribamos su ecuación bajo la forma ( 3 . 4 . 1 - 2 ) en 
la cual los coeficientes bo, bx, 62 ? bs son constantes; la velocidad de este 
plano es 

I bo I (6i2 + b2^ + ; 

como esta velocidad es igual a la unidad, se puede escribir 60 ^ ——& 2 ^ — 
— 632 = 0 . Efectuando la transformación (3.4. 1 - 1 ), se obtiene la ecuación dei 
mismo plano en el sistema de coordenadas asociado al observador A; esta 
ecuación se escribe en la forma (3.4.1-3) y, puesto que la velocidad de la 
luz es siempre igual a la unidad, podemos escribir ao^—ax^—a 2 ^—as^ = 0 . 

boT + 61I1 + 62^2 + 63^3 = b 

bo ^ — 61^ — 62^ — 63^ = 0 

aot + aixi -f «2^:2 + asxs = 0 

0^2 — ^^2 — ^^2 — == 0 

La relación 

aç ? — — «32 = 0 


j (3.4.1-2) 

j (3.4.1-3) 
(3.4.1-4) 


(1) Adoptamos el convênio dei subíndice repetido, según el cual se efectúa la suma con 
respecto a todo subíndice que figura dos veces en un iplsmo monomio; por ejemplo 


OijXj — -f- OivXi ai2X2 4“ aaXz 
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debe ser consecuencia de la relación 

bf? — — b^ — 63® = 0 

y recíprocamentej efectuando el cambio de variables (3.4.1-4), se obtiene 
la identidad (3.4.1-5), cuyo segundo miembro debe ser proporcional a 

_ ia» — *8* ; 

designamos por k{P) el coeficiente de proporcionalidad. Como los dos ob¬ 
servadores juegan el mismo papel, es natural imponer que la velocidad dei 
observador A con respecto al observador B sea —/? e imponer k(—^)=k(.P)-. 

ao* — ai® — a2* — aa^ = kij{P) bibj (3.4.1-5) 

ao2 _ ai2 _ 022 _ ogZ = (è„2 _ bji — bi^ — 63 *) 

io* — bi^ — fta* — 63* = k (— p) (ao* — ai® — aa® — aa^ 

Así, de la reciprocidad de los papeies de los observadores A y B, se 
deduce A:(B)=±1; entre los dos valores posibles se conviene en elegir 
kiP)=í, El principio de la constância de la velocidad de la luz con respec¬ 
to a los observadores A y B se traduce, pues, en la identidad (3.4.1-6), es 
decir, en las relaciones (3.4,1-7). 


flO* — 

- Oi* - 

— 02* — 

032 = 

60* 


— 02* 

— 63* 

( 3 . 4 . 1 - 6 ) 

am 

flfo — 

- Oik O/* 

= 0 


para 

i^j 


) 

0(0 

OfO — 

- One Ojk 

= — 

1 

para 

i = j 


( 3 . 4 . 1 - 7 ) 

0(0 

OjO — 

- Oiic Ojk 

= 1 


para 

i = j 

= 0 

} 

ío*- 

■ íl* - 

-Í2*- 

6* ^ 

xq^ 

— 

— x^ 

— x^ 

( 3 . 4 . 1 - 8 ) 


Los subíndices i, /, k toman los valores 1, 2, 3. De las fórmulas (3.4.1-1), 
en las cuales «i—O, se pasa a las fórmulas (3.4.1-4) permutando los papeies 
de los índices i y j; ahora bien, las condiciones (3.4.1-7) son simétricas con 
respecto a estos índices; de esto resulta que la identidad (3.4.1-6) es equi¬ 
valente a la (3.4.1-8). De las coordenadas x se pasa a las coordenadas | por 
una transformación (3.4.1-1) en la cual se eligen los coeficientes «./(B) de 
manera que se satisfaga la identidad (3.4.1-8). Una transformación tal se 
llama transformación de Lorentz. 

3.4.2. Transformación de Lorentz. — Se llama transformación ortogo¬ 
nal de las variables xi, X 2 , X 3 a toda transformación lineal homogénea de' 
coeficientes reales que deje invariante la forma cuadrática Xi^+X 2 ^+X 3 ^. 
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Se llama transformación de Lorentz de las variables Xo, xi, X 2 , x^ a. toda 
transformación lineal, homogénea, de coeficientes reales, que deje invarian¬ 
te la forma cuadrática Xo^—Xi^~X 2 ^'-X 3 ^. 

Escribamos una transformación de Lorentz en la forma (3.4.1-1). Con 
las variables i la forma cuadrática 

Xo^ — Xi^ — X2^ — X2^ 

se transforma en 

^ 0 ^ - - Í 32 . 


El producto de dos transformaciones de Lorentz es una transformación de 
Lorentz. Las fórmulas (3.4.2-1), en las cuales P designa un número menor 
que 1 en valor absoluto, representan una transformación de Lorentz particu¬ 
lar, llamada transformación especial de Lorentz. 

= ( x'q + px'i) (1 

= (i 8 x'o + x\) (1 

x'2 = x'2 

^'3 = ^'3 

Vamos a demostrar que, por medio de transformaciones ortogonales de 
las coordenadas Xi, X 2 , X 3 por una parte y de las coordenadas li, I 2 . I 3 por 
otra, se puede reducir toda transformación de Lorentz a una transformación 
especial de Lorentz, eventualmente, con un cambio de signo para una de 
las variables. A este fin transformamos las variables Xi, X 2 , x^ en x'i, x' 2 , x '3 
por medio de una transformación tal que x'o = Xo y: 

fl x'l = 001X1 + 002 X2 + 003 X3 ; 

la transformación que hace pasar de las coordenadas (x) a las coordenadas 
(x') es una transformación de Lorentz. Introduciendo las variables (x') en 
las fórmulas (3.4.1-1), se obtienen las relaciones (3.4.2-2); la última de estas 
relaciones es una consecuencia de la identidad que la precede, aplicada al 
caso particular lo = 0; de ello se deduce ^ Ooo^* Poniendo a=paQo defi¬ 
nimos variables (x") por medio de una transformación especial de Lorentz 
de las variables (x'). De las coordenadas (|) se pasa a las coordenadas (x") 
por una transformación de Lorentz que satisface la relación (3.4.2-3). En 
el caso particular x''=l, x"= 0 , se obtiene la primera de las relaciones 
(3.4.2-4); en el caso particular lo = l) ít=0, se obtiene la segunda de las 
relaciones (3.4.2-4). La comparación de las 3os relaciones (3.4.2-4) que dan, 
respectivamente, ^ 1 y c~^ ^ 1 prueba que se tiene = l y que la trans- 


^ 2 )-y. 


(3.4.2-1) 
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formación que hace pasar de las variables {x") a las variables (í) es una 
transformación ortogonal con |y = ±A:" 


lo = íioo x'q + ax'i 

+ 12 ® + 1^2 ^ ;,',2 + + | o2 

(l - a:'i 2 + + ;cV ^ 0 

\ aoo^J 


(3.4.2-2) 


lo = cjt^o , con c c — (aoo® — 

1 = c2 — |i2 — laS _ Í32 
1 = C--3 — x ' i ^ — — ^"32 


(3.4.2-3) 
j (3.4.2-4) 


En resumen, la transformación de Lorentz más general que transforma 
Ias variables (x) en las variables (|) es Ia resultante de las transformaciones 
siguientes: una transformación ortogonal de las (x) en (xO, una transforma- 
dón especial de Lorentz de las (x') en (x"), un cambio de signo eventual 
para x" y una transformación ortogonal de las (x") en (1). Una transforma¬ 
ción ortogonal es una rotación de los ejes de coordenadas; luego, despre¬ 
ciando los desplazamientos, toda transformación de Lorentz se puede poner 
en la forma (3.4.2-1), que escribiremos de Ia manera síguiente: 


t + ( 8 x 1 
(1 _ ^ 2 )^' 

-f- Xl 
(1 - 

t — VXijc^ 

{1 — t) 2 /c 2 )^’ 

— UÍ -f Xl 
(1 — n3/c2)«’ 


^"2 ' X^ g I3 — X3 


= X2 , I3 = X3 


(3.4.2-5) 


(3.4.2-6) 


La velocidad dei observador B con respecto al observador A se obtiene 
estudiando el movimiento con respecto a A dei punto Ii = l 2 =l 3 = 0 . Se ob¬ 
tiene 


- pí, X2 = 0 , X 3 = 0 , 

de modo que la velocidad dei observador B es igual a -/3, habiendo toma¬ 
do como unidad la velocidad de la luz c. Con una unidad arbitraria, la ve¬ 
locidad u dei observador B seria v= -pc, y las fórmulas (3.4.2-5) deberían 
ser sustituidas por las fórmulas (3.4.2-6). La resolución de estas últimas en 
t y X equivale a cambiar v por —v. 

Cuando el cociente v/c es pequeno, se puede escribir 

T = t y = -vt -b Xl ; 
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se es conducido de nuevo a la noción de tiempo absoluto. Esta noción es 
válida para observadores que se desplazan uno respecto dei otro con una 
velocidad que es pequena con respecto a la de la luz. 


3.4.3. Composición de las velocidades. — Resulta cómodo traducir la 
transformación de Lorentz (3.4.2-5) en la forma vectorial. Designemos por 
V la velocidad de referencia B con respecto a la referencia A y por k el vec- 
tor unitário colineal con v, cuyo soporte es por tanto Ox; se tiene v^kv. 
Designemos por r el vector que une el origen de la primera referencia con 
el punto M{xi, X 2 , Xs) y por p el vector que une el origen de la segunda 
referencia con el mismo punto M. Los vectores r y p se pueden poner en 
la forma (3.4.3-1), representando y p^ las componentes perpendiculares 
a 1 ? de los vectores r y p {ri = pi): 


r = kxi + n , p = + pi 


(3.4.3-1) 


p = r + k(ii — xi) 

h - XI = XI {(1 - iS2)-v. _ 1} _ vr(l - 


kxi = k{rk) 


v(r*v) 

~ÍF~ 


(3.4.3-2) 


p = r + [(1 - i32)-y> - 1] (r-t>) 4 - »/(l - i82)-H 
t — r-vjc^ dr 1 — ht/c2 

"" (1 — ^ (T— 


Las fórmulas (3.4.3-3) son de empleo cómodo; las utilizaremos para 
establecer la ley de composición de las velocidades. Si designamos por 
u=dr/dí y w — áp/ár las velocidades dei punto M con respecto a los ob¬ 
servadores A y B, se tiene la relación (3.4.3-4). La ley de composición de 
las velocidades se pone en la forma (3.4.3-5), en la cual el segundo miem- 
bro es la suma de un vector colineal con r y de un vector perpendicular 
a V. Los tres vectores u, v, w son coplanarios. Cuando los vectores u y v 
son colineales, él último término es nulo de modo que los vectores w y 
V son colineales: 
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La teoria de la relatividad constituye una rama importante de la mecâ¬ 
nica, en la que podrán iniciarse los lectores que lo deseen leyendo, por 
ejemplo, la obra de Bergman incluida en la bibliografia. En Francia han 
sido efectuadas numerosas investigaciones bajo la dirección de M. Lichnéro- 
wicz, en particular por dos de nuestros colegas profesores de mecânica ge¬ 
neral; M. Pham Mau Quan es autor de una teoria relativista de las fluidos 
termodinâmicos (tesis. Paris, 1954), y M. Pham Tan Hoang ha estudiado 
las ecuaciones de los movimientos en relatividad general (tesis, Paris, 1957). 


EJERCICIOS 


1. Explicar la razón por la que una persona colocada de pie sobre un patin puede 
girar moviendo sus brazos. 

2. Los extremos de una recta material homogénea AB, de masa m y de longitud 2a 
pueden deslizarse sin rozamiento sobre una circunferência horizontal de radio R. 
Un insecto de masa m recorre la cuerda AB con una velocidad (velocidad rela¬ 
tiva a la cuerda AB) constante v. Determinar el movimiento de la cuerda AB, 

I Solución: B = 6o — ^ ^ — arc tg 3k^ = 6R^ — 5a^ | 

3. Dado un campo de fuerzas (f,) se considera el conjunto ('C.) de las trayectorias 
que puede describir un punto material Aí bajo la acción de este campo de 
fuerzas. Se supone que los conjuntos ( ^i) corresponden a n campos de fuerzas 
diferentes que poseen un elemento común que es una cierta trayectoria fC). 
Guando el punto M describe la curva bajo la acción dei campo (Fi), su velo¬ 
cidad es V/. Demostrar que si los campos de fuerzas precedentes están super- 
puestos, la curva (C) sigue siendo una trayectoria particular y que la velocidad 
sobre esta trayectoria es igual a 

4. Una gota de agua cae por efecto de la gravedad en,una atmosfera saturada de 
vapor de agua. Durante la caída, el vapor de agua se condensa sobre la gota que, 
por consiguiente, aumenta de volumen y de masa. Estudiar el movimiento de 
la gota sabiendo que la velocidad de crecimiento de la masa es proporcional a 
la superfície exterior 

V designa la velocidad, vo la velocidad inicial, ro el radio inicial, a una constante.} 
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5. Dos esferas homogéneas de radio a y de masa específica p están en contacto. 
Demostrar que su atracción mutua es igual a la atracción de la tierra sobre una 
masa igual a 

1 

3 qoR 

designando por R el radio de la tierra y por po su masa específica media. 

6. Una esfera homogénea, fija, de radio R ejerce una atracción newtoniana y pro- 
duce en un punto de su superfície una aceleración g. Un punto material que 
viene dei infinito sin velocidad inicial va a penetrar en un pozo muy estrecho 
hasta el centro de la esfera, ^con qué velocidad llegará a él? 

{Solución: V : '\/3Rg} 

7. Dos esferas homogéneas de acero tienen cada una un metro de diâmetro. Están 
inmóviles inicialmente, y los centros distan 2 m. Suponiendo que las esferas 
estén sometidas únicamente a su atracción mutua, calcular el tiempo al cabo 
dei cual se pondrán en contacto. La masa específica de la tierra es los 4/5 de 
la dei acero y el radio de la tierra es 6,37 • 10® cm. 

{Solución: una hora aproximadamente.} 

8. Dos esferas homogéneas de radio íz, de masa específica igual a la de la tierra 
están en reposo, y muy alejadas una de otra. Estando las esferas sometidas 
únicamente a su atracción mutua, demostrar que se encontrarán con la velocidad 



donde R designa el radio de la tierra. 

9. Calcular la desviación hacia el ecuador de un cuerpo que cae en caída libre. 

10. Estando un sólido (S) en movimiento, hallar el lugar geométrico de los puntos f 
tales que la energia cinética dei sólido pueda expresarse como suma de la energia 
cinética dei punto /, supuesto dotado de la masa total, y de la energia cinética 
en el movimiento alrededor de / (movimiento referido a ejes de direcciones fijas 
que parten dei punto /). 

11. Dado un sistema material en movimiento, demostrar que existe una referencia 
y una sola con respecto a la cual las cantidades de movimiento dei sistema 
forman un torsor equivalente a cero. Demostrar que esta referencia es aquélla 
con respecto a la cual es mínima la energia cinética dei sistema. 

12 . Demostrar que el producto de dos transformaciones de Lorentz en la misma 
dirección es conmutativo. El producto es una nueva transformación de Lorentz; 
calcular la velocidad a la cual corresponde esta nueva transformación. 

13 . Demostrar que el producto de dos transformaciones de Lorentz en dos direccio¬ 
nes ortogonales no es conmutativo. 



CAPÍTULO 4 


PROBLEMAS DE MECÂNICA 


En este capítulo se consideran como absolutos los ejes ligados 
a la tierra; se desprecian las fuerzas de inércia de arrastre debi- 
das a la traslación de la tierra y las fuerzas de inércia comple¬ 
mentarias debidas a su rotación. Esta aproximación no permite 
explicar ni el fenómeno de la desviación hacia el Este, ni el fe¬ 
nómeno de las mareas, pero es suficiente para resolver la ma- 
yoria de los problemas usuales, El primer pârrafo está dedicado 
a los problemas de estática; se establecen las condiciones nece- 
sarias de equilíbrio; demostrar que estas condiciones son sufi¬ 
cientes es un problema de dinâmica que será resuelto en el 
capitulo 7. En el segundo párrafo se estudian problemas de di¬ 
nâmica: movimientos con aceleraciones acotadas; en el tercero, 
problemas de choque: movimientos con discontinuidades de ve- 
locidad. La influencia dei rozamiento sólo se considera en el 
cuarto párrafo; nos hemos limitado al estúdio de los movimien¬ 
tos, porque el caso de la estática depende más bien de la teoria 
de la elasticidad, que no ha sido abordada en este curso, Cuando 
el deslizamiento no es nulo, los resultados no pueden ser expre- 
sados explícitamente si no se precisa la ley dei rozamiento; la 
ley lineal, adoptada algunas veces, constituye una aproximación 
bastante grosera, 

§ 4.1. Problemas de estática 

4.1.1. Forma de los problemas de estática. — Un problema de estática 
se puede presentar bajo dos aspectos diferentes: l.° sabiendo cjue un siste¬ 
ma está en reposo en una posición dada, determinar las reacciones en los 
diferentes puntos de contacto; 2° estando sometido un sistema a fuerzas 
dadas, determinar las posiciones en las cuales debe ser abandonado sin ve; 
locidad para que permanezca inmóvil. 
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En el primer problema, se escribirá la ley fundamental para cada só¬ 
lido y, en cada punto de contacto, las leyes de las acciones de contacto así 
como el teorema de la igualdad de la acción y la reacción. Cuando las 
reacciones están determinadas de manera única, se dice que el sistema es 
isostático; se dice que el sistema es hiperestático en el caso contrario. 
Una viga rectilínea pesada descansando sobre dos apoyos es un sistema 
isostático; cuando el número de apoyos es superior a dos, es un sistema 
hiperestático. La existência de los sistemas hiperestáticos no debe ser con¬ 
siderada como anormal; resulta de la hipótesis según la cual los cuerpos de 
la naturaleza pueden ser asimilados a sólidos geométricos. Esta hipótesis 
es una aproximación que no permite estudiar todos los sistemas reales. 
La determinación de los sistemas hiperestáticos no se puede hacer más que 
estudiando los esfuerzos interiores en función de las deformaciones infinita¬ 
mente pequenas, estúdio que depende de la teoria de la elasticidad. 

En el segundo problema, la posición dei sistema depende de un cierto 
número de parâmetros. Las incógnitas son por una parte los parâmetros, 
y por otra, a título de incógnitas auxiliares, las reacciones en los diversos 
contactos. Para efectuar el planteamiento de las ecuaciones se escribe para 
cada sólido la ley fundamental o los teoremas generales; también se escri- 
ben, para cada punto de contacto, las leyes de las acciones de contacto y el 
teorema de la igualdad de la acción y de la reacción. Mediante la elimina- 
ción de las reacciones, se obtiene un sistema de ecuaciones numéricas; éstas 
son las condiciones necesarias de equilibrio. Dichas condiciones serán sufi¬ 
cientes si el sistema abandonado sin velocidades en una de las posiciones 
así determinadas permanece inmóvil; esta cuestión es un problema de di¬ 
nâmica cuyo estúdio se hará ulteriormente (Sección 7.1.2). Hallar las con¬ 
diciones necesarias de equilibrio es un problema de estática, y demostrar 
que estas condiciones son suficientes es un problema de dinâmica. 

Los sistemas materiales que consideraremos son sistemas formados por 
un número finito de sólidos, algunos de los cuales pueden reducirse a puntos 
materiales. La posición de un punto en el espacio depende de 3 parâmetros, 
la de un sólido depende de 6 parâmetros (por ejemplo las coordenadas de 
un punto dei sólido y los ângulos de Euler). La posición y la configuración 
de un sistema (2!)'que comprende s sólidos y p puntos materiales, dependerá 
pues de 

N=6s + 3p 

parâmetros llamados parâmetros primitivos dei sistema. Los cuerpos que 
forman el sistema (5) no pueden penetrarse mutuamente y sus desplaza- 
mientos pueden estar limitados por obstáculos; se dice que el sistema está 
sometído a ligaduras de contacto. 
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4,1.2. Clasifícación de las ligaduras de contacto. — Las ligaduras de 
contacto se expresan analiticamente por una o varias relaciones en las que 
intervienen los parâmetros primitivos. Además de los parâmetros primitivos, 
que designaremos por ^ 2 ? --í Qn, en las ecuaciones de las ligaduras 
pueden figurar las derivadas de estos parâmetros con respecto al tiempo, 
y eventualmente el tiempo. Las uniones pueden clasificarse en las dos ca¬ 
tegorias siguientes. 

a) Ligaduras holónomas. — Se dice que una ligadura es holónoma cuan- 
do las relaciones que traducen esta ligadura no contienen las derivadas de 
los parâmetros ^/. Estas relaciones pueden ser de igualdad tales como la 
(4.1.2-1) o de desigualdad tales como la (4.1.2-2) (i). 

f(gu q 2 ,... qny 0=0 (4.1.2-1) 

f(qh Í2, ... qny 0 ^ 0. (4.1.2-2) 

Las ligaduras que se expresan unicamente por relaciones de igualdad 
se dice que son bilaterales; las que se expresan por relaciones de la cuales 
algunas son desigualdades se dice que son unilaterales. 

b) Ligaduras no holónomas, — Se dice que una ligadura es no holónoma 
cuando algunas de las relaciones que la traducen contienen derivadas de 
los parâmetros qi. 

Una ligadura, holónoma o no, se dice que es independiente dei tiempo 
cuando éste no figura explicitamente en las relaciones que aquélla introduce. 
La distinción entre las ligaduras dependientes o no dei tiempo, depende 
de la referencia geométrica elegida; cuando se cambia de referencia, una 
ligadtira que era independiente dei tiempo se convierte generalmente en de- 
pendiente dei tiempo. Por el contrario, la distinción entre ligaduras bilate¬ 
rales y unilaterales y entre ligaduras holónomas y no holónomas es inde¬ 
pendiente de la referencia geométrica. 

Entre las ligaduras holónomas, se puede citar el caso de un punto ma¬ 
terial sometido a desplazarse en una superfície; la unión es unilateral si 
el punto puede abandonar la superfície por un lado de ésta, y bilateral si no 
puede abandonar la superfície, En el caso de los sólidos, una característica 
importante de las ligaduras es el número n de relaciones independientes que 
implican entre los parâmetros primitivos. Si dos sólidos están ligados, el 
número de condiciones de ligadura es por ejemplo 

n = 3 para la articulación esférica 

n = 5 para la articulación cilíndrica. 


(^) El caso de la desigualdad / puede ser sieinpre referido al caso representado por 
la relación (4.1.2-2) por el cambio de / en —/. 
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d) Rotación alrededor de un punto fijo. — La rotación alrededor de un 
punto O de un sólido A con respecto a un sólido B se obtiene por el con¬ 
tacto en ciertos puntos 
de la superfície esféri¬ 
ca ligada a A con una 
superfície esférica liga¬ 
da a B. En un punto 
de contacto M, el pla¬ 
no tangente común es 
perpendicular al radio 
O Aí; de ello resulta que 
la reacción pasa por el 



Fig. 4.1.3 



Fic. 4.1.3 


punto O y que el torsor de las reacciones es equivalente a una fuerza única 
que pasa por el punto O y se llama reacción dei punto fijo. Una condición 
necesaria de equilibrio es que el momento resultante de las fuerzas dadas 
con respecto al punto fijo sea nulo. 


Cuando la fijación dei punto O se realiza por contacto indirecto, por 
una suspensión de Cardan por ejemplo (fig. 4.1.3-è), se obtiene el mismo 
resultado. El sólido A puede girar con respecto al anillo A' alrededor dei 
eje MON; el anillo A' puede girar con respecto al anillo A" alrededor dei eje 
M'ON'; el anillo A" puede girar con respecto al soporte fijo alrededor dei 
eje M"ON". Los anillos se suponen bien centrados de modo que sus pesos 
estén aplicados en el punto O. EI sólido A está sometido a fuerzas dadas; 
para que haya equilibrio, estas fuerzas deben admitir un momento nulo con 
respecto al eje MON (equilibrio dei sólido ,4), con respecto al eje Aí'OiV' 
(equilibrio dei sistema A, A') y con respecto al eje AÍ"ON'' (equilibrio dei 
sistema A. A\ A"). Una condición necesaria de equilibrio es que el momento 
resultante de las fuerzas dadas con respecto al punto fijo sea nulo. 


4.1.4. Equilibrio de un rombo y de un disco. —Un rombo articulado 
O ABA', móvil en un plano vertical, está suspendido de un punto fijo O; 
sobre las dos barras AB y A'B descansa sin rozamienío un disco circular 
homogéneo de radio r y de peso q. Las cuatro barras dei rombo son homo¬ 
géneas; tienen la misma longitud / y el mismo peso p. 

El momento de Ias fuerzas exteriores debe ser nulo en el punto O, por 
Io que la diagonal OB es vertical en el equilibrio. Elegimos el eje Ox 
vertical descendente y el eje Oy horizontal; vamos a calcular el angulo 
a={Ox,OA). Designemos por X, Y Ias componentes de la reacción de AB 
sobre O A, por N la reacción de AB sobre el disco, y por Xi, Yi las com¬ 
ponentes de la reacción de A'B sobre AB. La acción de AB sobre A'B es 
como los datos son simétricos con respecto a Ox, estas dos 
fuerzas deben serio también, de modo que se tiene A'i=0. 
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El equilíbrio de la barra O A se traduce en la ecuación (4.1.4-1): mo¬ 
mento resultante en O. El equilíbrio de la barra AB se traduce en las 

0 



Fic. 4.1.4, a. 





ecuaciones (4.1.4-2), resultante general y momento resultante en B. El equi¬ 
líbrio dei disco se traduce en la relación (4.1.4-3), resultante general. 


/(^sen a — Y cosa) + / -sena = 0 

— X N sen a + = 0 

— Y A- 5^1 + iV cosa = 0 

/(A"sena + Y cosa) — r^cotga — /^sena = 0 

q — 2iV'sen a = 0 


(4.L4-1) 


(4J,4^2) 


(4.1.4-3) 


De ello se deduce el valor dei ângulo a por medio de la ecuación 
(4.1.4-4); las reacciones se expresan luego por las relaciones ( 4 .1.4-5). 


cotg^a -[-cotga 


2 


ATi =- 0 





Zp + g 

2 

tg a 

Zp + g 


0 


2 


(4.1.4-4) 


(4.L4^5) 


La ecuación (4.1.4-4) admite una sola raiz real en cota; las variaciones 
dd ângulo a en función de los datos estáií indicadas en la figura 4 . 1 . 4 -fe. 
que el contacto dei disco y dei rombo tenga lugar en dos puntos sola- 









86 


PROBLEMAS DE MECÂNICA 


[§ 4.2] 


mente, es necesario que se satisfaga la relación (4.1.4-6); substituyendo el 
ângulo a por su valor, de ello se deduce que los datos deben verificar la 
condición (4.1.4-7) que expresa que la relación r/l debe ser suficientemente 
pequena. 



(4.1.4-6) 


(4.1.4-7) 


§ 4.2. Problemas de dinâmica 

4,2.1. Forma de los problemas de dinâmica. — Un problema de dinâ¬ 
mica se puede presentar en dos aspectos diferentes: 1.*" conociendo el movi- 
miento de un sistema material, analizar las fuerzas que están en juego; 
2.° conociendo las fuerzas, prever el movimiento. El primer problema es 
elemental; nos ocuparemos dei segundo, que es más difícil y más importante. 

El segundo problema se puede enunciar de la manera siguiente: estando 
un sistema de sólidos sometido a fuerzas dadas y abandonado en una posi- 
ción dada con velocidades iniciales dadas, determinar su movimiento ulte¬ 
rior. La posición dei sistema depende de un cierto número de parâmetros 
en cuya elección conviene poner todo cuidado a fin de que la aplicación de 
la ley fundamental o de los teoremas generales den resultados tan sencillos 
como sea posible. 

Estudiar el movimiento es hallar los valores de los parâmetros en función 
dei tiempo; las incógnitas son por una parte los parâmetros, y por otra, a 
título de incógnitas auxiliares, las reacciones en los diversos contactos. Para 
efectuar el planteamiento de las ecuaciones se escriben para cada sólido la 
ley fundamental o los teoremas generales; se escriben igualmente, en cada 
punto de contacto, las leyes de las acciones de contacto y el teorema de la 
igualdad de la acción y de la reacción. Por eliminación de las reacciones se 
obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden. 

Toda ecuación de primer orden deducida de estas ecuaciones de segundo 
orden se llama integral primera; la obtención de ún número de integrales 
primeras igual al número de parâmetros permite el estúdio cualitativo dei 
movimiento, y es una etapa importante en la integración de las ecuaciones. 

Designemos por q\,q 2 , .>-,qk los parâmetros que fijan la posición dei 
sistema. La posición de cada punto M es una función de estos parâmetros 
y dei tiempo, M(^i, •••? qk\ t). Cuando las ligaduras son todas holónomas 

e independientes dei tiempo, éste no figura en ninguna de las funciones 
^iqi> q 2 s t). Suponemos que las fuerzas dadas son funciones cono- 
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cidas de los parâmetros qt, de sus derivadas con respecto al tiempo qj y dei 
tiempo t. En estas condiciones, se obtienen k ecuaciones diferenciales de 
segundo orden; en el capítulo 7 (Mecânica analítica) demostraremos que 
pueden ser resueltas con respecto a las derivadas segundas: 

... qjcy qi, ... qk, t) \ 

h = f2(qu ... qk, qh ... qky t) í 

J (4.2.1-1) 

qk = fk{qu ... qky qi, ... qk> t) j 

Recordemos que una función /(xi, Vo, 0 se llama lipschitziana, 

si es continua en un paralelepípedo to^t^to + a, Ixi—Xtol ^ b; y si ve¬ 
rifica en este paralelepípedo una condición (llamada de Lipschitz) de la 
forma siguiente 

n 

\f{xh 0 —Ax'i, 0 | — x'i\, 

Í=1 


siendo los coeficientes Bi constantes positivas. Cuando los segundos miem- 
bros de las ecuaciones (4.2.1-1) son funciones lipschitzianas, se establece el 
teorema siguiente (i): 

El sistema (4.2.1-1) admite una solución y una sola cuando se dan los 
valores iniciales de los parâmetros y de sus derivadas primeras. 

Este resultado es un teorema de existência y de unicidad; expresa que 
la posición inicial de un sistema material y el estado inicial de sus veloci¬ 
dades determinan el movimiento ulterior sin ambigüedad. En el caso excep¬ 
cional en que los segundos miembros dei sistema (4.2.1-1) no son lips- 
chitzianos, pueden existir, para una posición y velocidades iniciales dadas, 
vários movimientos compatibles con las leyes de la mecânica. La elección 
entre estos movimientos no se plantea porque la realización rigurosa de las 
condiciones excçpcionales es prácticamente imposible. 

La indeterminación se explica por el hecho de que la mecânica dei sólido 
prescinde de las deformaciones infinitamente pequenas y en esto constituye 
una aproximación. Sin embargo, la mecânica dei sólido proporciona en ge¬ 
neral una solución única, y por lo tanto independiente de las deformaciones 
iniciales, lo que es un hecho notable. Cuando son posibles varias soluciones, 


(') J, Bass, Cours ãe inathêmatiqueSj tomo 2, página 702. 
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es que los datos son insuficientes y hubiesen debido abarcar el estado inicial 
de las deformaciones infinitamente pequenas. 

Es fácil imaginar casos en que las ecuaciones presentan varias solucio¬ 
nes. La ecuación (4.2.1-2) y las condiciones iniciales x(0) = 0, x(0) = 0 deter- 
minan dos funciones definidas por las fórmulas (4.2.1-3). 

X = ^/[xl (4.2.1-2) 

t* 

xi(t) = 0 , ofiKO = ^ (4.2.1-3) 

4.2.2. Estúdio dei pêndulo. — Se llama pêndulo cónico a una barra 
rectilínea homogénea O A, de masa m, peso mg, y longitud 2a, articulada 
en O, y que gira uniformemente alrededor de Ia vertical dei punto O for¬ 
mando un ângulo a con la vertical. La relación entre la velocidad angular 
de rotación w y el angulo « se obtiene escribiendo el teorema dei momento 
cinético con respecto al punto O. El momento cinético H=U-(ú, sbuado 
en el plano vertical de O A perpendicularmente a O A, tiene por magnitud 

OH = y ma^ sena ; 

la velocidad dei punto H, extremo dei vector OH, es igual al momento 
dei peso 

f ma^ío* sena cosa = mga sena. (4.2.2-1) 




Igualmente se designa con el nombre de pêndulo un sólido pesado móvil 
alrededor de un eje fijo Oz. La distancia dei centro de inércia G al eje Oz 
se designa por a, el momento de inércia con respecto a Oz por I, la masa 
por m, el peso por mg, el ângulo de inclinación de Oz con el plano horizon¬ 
tal por a y el ângulo que forma con el plano vertical el plano (Oz,G) por S, 
con lo que la ecuación dei movimiento (teorema dei momento cinético con 
respecto a Oz) se escribe en la forma (4.2.2-2). Las oscilaciones de pequena 
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amplitud tienen el período T que tiende hacia infinito cuando Oz tiende a 
ser vertical; esta propiedad se utiliza en los sismógrafos. 


d20 

— — mga COS a sen 0 


^ dí2 

(4.2.2-2) 

T ■- 


(4.2.2-3) 


N mga cosa 

T = 

2.Í^~2,ÍI 

N mga N g 

(4.2.2-4) 


En el caso en que el eje Oz es horizontal, la longitud I dei pêndulo sim- 
ple sincrónico se define por la fórmula (4.2.2-4). Si mk^ designa el momento 
de inércia con respecto al eje trazado por G paralelamente a Oz y a la dis¬ 
tancia dei punto G al eje Oz, se tiene 

]çZ 

I = m{k^ + 9 / = a H- 

a 

Por tanto, si se considera en el plano (Oz, G) un eje 0'z', paralelo a Oz, 
situado a una distancia o'=k'^la dei punto G dei lado opuesto a Oz, el mo- 
vimiento dei pêndulo será el mismo que si toda la masa estuviese concen¬ 
trada en 0'z'. La correspondência entre los ejes Oz y OV es recíproca 
puesto que aa'=k^, de modo que se obtienen los mismos movimientos man- 
teniendo fijo 0'z' en lugar de Oz. Esta propiedad se utiliza en el pêndulo 
reversible que sirve para medir la aceleración de la gravedad sin que sea 
necesario conocer el momento de inércia L 

4.2.3. Movimiento de un sólido sobre un plano. — En un plano in¬ 
clinado de un ângulo a con el plano horizontal, un sólido se desplaza por 
traslación de aceleración Y- Las fuerzas de inércia, que equivalen al vector 
— my con punto de aplicación en G, equilibran al peso F y la resultante R 
de las reacciones dei plano sobre el sólido. Esta resultante pasa pues por 
G y se tiene 

R = P cosa , my = P sena. 

La aceleración dirigida según la línea de máxima pendiente dei plano tiene 
el valor constante g sen a. El movimiento dei punto G es por tanto o recti- 
líneo y uniformemente variado o parabólico con eje de la parábola paralelo 
a la línea de máxima pendiente dei plano. 

Si el sólido puede girar, su movimiento es el resultante de la traslación 
precedente y de la rotación o) alrededor dcl eje Gz normal al plano; las 
reacciones y el peso tienen un momento nulo con respecta a Gz; el teorema 
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dei momento cinético aplicado con respecto al eje Gz en el movimiento 
alrededor de G demuestra que la rotación (ú es constante. Sea H el mo¬ 
mento cinético con respecto a G en 
el movimiento alrededor de G. Como 
ío es fijo con respecto al sólido, 

H=U • O) es también fijo con respecto 
al sólido. Si Gz es eje principal de 
inércia se tiene de modo que 

H es constante; la resultante R de las 
reacciones pasa entonces por G. Si Gz 
no es eje principal de inércia, la ve- 
locidad de H, igual a (úXH, es pro¬ 
porcional a 0 ) 2 ; esta velocidad es 
igual al momento en G de la reacción 
R, o sea aR=aP cos a. La distancia 
a dei punto G a la reacción aumenta 
tal como ha sido considerado será imposible para valores grandes de íd 2 
puesto que R estaria fuera dei polígono de apoyo. Será necesario prever un 
movimiento con vuelco. 

Un prisma recto cuya base sea un triângulo rectángulo isósceles no vol- 
cará si está en contacto en su cara hipotenusa; podrá volcar si el contacto 
tiene lugar en una de las caras laterales. 

4.2,4. Rotación de un sólido alrededor de un eje. — Consideremos un 
sólido (S) de masa m, animado de una rotación uniforme o> alrededor de un 
eje fijo A. El centro de inércia G está situado a la distancia o de J y el tensor 
de inércia en G se designa por G. El teorema de la resultante cinética indica 
que las reacciones dei eje sobre el sólido (S) tienen como suma estas 

reacciones no pueden ser constantes a no ser que el centro de inércia esté en 
el eje de rotación; esto es el equilibrado estático. Realizada esta condición, 
el momento en G de las reacciones es igual a la velocidad dei momento ciné¬ 
tico Í/=D ' co; como el vector H está ligado al sólido, esía velocidad es pro¬ 
porcional a íi)2, La variación dei momento cinético implica vibraciones que 
no son nulas más que cuando el momento cinético tiene por soporte el eje 
de rotación, es decir, sí A es eje principal de inércia en G; esto es el equili¬ 
brado dinâmico. 

Supongamos que el sólido (S) sea un cilindro de revolución de altura 
2h = 5 cm, radio R=10 cm, masa específica 7,7 g/cm^ (acero), girando a 
la velocidad de 200 revoluciones por segundo. Para a=l mm, la resultante 
de las reacciones es 

Wflco2 = 21 000 newtons. 

Si a es nulo, pero el vector rotación (o forma un ângulo a con el eje de 
revolución dei cilindro, el momento de las reacciones en el punto G viene 



con ( 1 ) 2 , de modo que el movimiento 
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dado por la fórmula (4.2.4-1); por proyección sobre los ejes principales de 
inércia en el punto G, se obtiene en efecto 



HlAoi sen a 


con 


A = \ mR^ + ^ mh^ 


C<o COS a 
C = i mR? 



mh^\ 


(xfi sen a cosa ; 


(4.2.4-1) 


para a=\ grado, este momento tiene por valor 845 newtons metro. 

Para estudiar el caso de una rotación que no es uniforme, resulta cómodo 
elegir ejes Oxyz. Tomamos Oz según el eje de rotación. El punto G tiene 
por coordenadas (a, 0, 0) el tensor de inércia en O está definido por A,B,C 
(momentos de inércia), D,E,F (productos de inércia). El sistema de las 
fuerzas dadas está definido por su resultante general de componentes X, Y, Z 
y por su momento resultante en O de componentes L, M, N. El sistema de 
las reacciones ejercidas por el eje está definido por su resultante general de 
componentes Xi, Yi, Zi y por su momento resultante en O de componentes 
O. El teorema de la resultante cinética se traduce en las ecuaciones 
(4,2.4-2). Las componentes según Oxyz dei momento cinético son 


Hx = — Eoj , Hy ^ — Dco , Hz = Coji 

las componentes de la velocidad de arrastre (úXH son 


Doj^ , — £ 0)2 y 0 ; 

El teorema dei momento cinético aplicado al punto O se traduce por las 
ecuaciones (4.2.4-3). Si el sólido gira alrededor de un eje principal dei tensor 
central de inércia, se tiene a=D=E = Q. Las reacciones, que entonces son 
independientes de la velocidad angular de rotación w, son las mismas que 
si el sólido estuviese en reposo. 

— Afízcü2 = X Xi 

Mcico = Y “T Yi 

0 = Z + Zi 

— Eoj Da>2 ~ L 4- L\ 

— D(x} — Ecü^ = Xí -Âfi 

Coi = N 

Si las fuerzas exteriores admiten una resultante que pasa por el punto 
fijo O, se tiene L=M=N=0; la velocidad angular de rotación es constante. 
Si además Oz es eje principal de inércia en O, se tiene D = E = 0 y el siste¬ 
ma de las reacciones es equivalente a una^fuerza única que pasa por O. 
Si las fuerzas exteriores forman un sistema equivalente a cero y si, ade- 


(4.2.4-2) 

(4.2.4-3) 
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más, Oz es eje principal dei tensor central de inércia, las reacciones forman 
un sistema equivalente a cero. 

4.2.5. Nociones de mecânica de los hilos. — Un hilo es un cuerpo cuya 
masa está repartida de manera continua y en el que dos de sus dimensiones 
son despreciables con respecto a la tercera. Los esfuerzos a lo largo de una 
sección transversal M de un hilo AB representan las acciones de la porción 

MB sobre la porción AM; la reducción en el centro de la sección transversal 
da una fuerza y un par. Guando el par es nulo se dice que el hilo es per- 
fectamente flexible y la fuerza, designada por T, se llama tensión dei hilo. 

Vamos a demostrar que la tensión de un hilo en reposo o en movimiento 
es tangente al hilo. Para esto aplicamos la ley fundamental de la dinâmica a 

una porción infmitamente pequena MM' dei hilo, dei cual tomamos el ele¬ 
mento de arco como infmitésimo principal. El momento resultante en M' de 
las fuerzas exteriores y de las fuerzas de inércia es nulo. Las fuerzas de 


T 



2 


(a) 

Fic. 4.2.5, a. 


(b) 

Fig. 4.2.5, b. 


(C) 

Fig. 4.2.5, c. 


inércia tienen un momento resultante que es un infinitésimo de segundo 
orden; lo mismo ocurre por lo tanto con las fuerzas exteriores. Estas están 
constituidas por la tensión —T en el punto M, por la tensión T' en el punto 
M' y por fuerzas dadas que están repartidas de manera continua según el 

arco MM' y que son dei mismo orden de magnitud que el elemento de arco 

MM'. La tensión T' tiene un momento nulo con respecto al punto M' y las 
fuerzas dadas tienen un momento resultante con respecto a Aí' que es un 
iníinitésimo de segundo orden. De esto se deduce que la distancia dei punto 
Aí' a la recta soporte de Ia tensión T es un infmitésimo de segundo orden, 
lo que demuestra que la tensión T tiene por soporte la tangente al hilo. 

Un hilo perfectamente flexible AB, de masa despreciable, que no está 
somelido a fuerza alguna es rectilíneo. En efecto, la ley fundamental de la 

dinâmica aplicada a una porción AM dei hilo se traduce en la igualdad 
Tu=Ta; siendo constante la tensión, las tangentes en todos los puntos dei 
hilo son paralelas. 
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La acción de un hilo sobre un sólido (S) al cual está unido es equiva¬ 
lente a la tensión en el punto de fijación (fig. 4.2.5-a). Si el hilo está en 

contacto con el sólido a lo largo de un arco AAi antes de separarse dei 
sólido en Ai, la acción dei hilo (de masa despreciable) es equivalente a la 
tensión en Ai (fig. 4.1.5-6). Si el hilo está en contacto con el sólido a lo 

largo de un arco A 1 A 2 y se separa dei sólido en Ai y en A 2 , la acción dei 
hilo (de masa despreciable) es equivalente al torsor formado por las tensio- 
nes en Ai y en A 2 (fig. 4.2.5-c). Por ejemplo, en el último caso, el hilo está 
sometido a las tensiones y r 2 y a las reacciones dei sólido, por lo que 
la acción dei hilo sobre el sólido es equivalente al torsor (Ti, T 2 ). 

4.2.6. Máquina de Atwood. — Una polea en movimiento que lleva un 
hilo de masa despreciable es móvil alrededor de su eje. Designando por 
y T 2 las tensiones dei hilo, por R el radio de la polea, por / el momento de 
inércia con respecto a su eje y por w la velocidad angular de rotación, el 
teorema dei momento cinético aplicado al eje de la polea se escribe en la 
forma (4.2.6-1). Dos pesos P y P+p están suspendidos en los extremos dei 
hilo; si designamos por y = R{doi/dt) la aceleración dei hilo, los movimien- 
tos de las masas se traducen en las ecuaciones (4.2.6-2), de lo que se dedu- 
ce, eliminando Ti y To, la fórmula (4.2.6-3), que da la ley dei movimiento. 

La reacción N ejercida sobre la polea por el soporte exterior se obtiene 
proyectando sobre la vertical el teorema de la resultante cinética; designando 
por Q el peso de la polea, se obtiene la relación (4.2.6-4) que indica que, 



durante el movimiento, el aparato experimenta un 
aligeramiento aparente; se puede poner este aligera-- 
miento de manifiesto suspendiendo la polea en un 
resorte. 




(4.2.6-1) 


F 


Ú 

P 


g 


y = P + P — Tl 



P + P — Ti , - y 


g 


T 2 — P 
(4.2.6-2) 

(4.2.6-3) 


□ 

P^p 


N Q + {IP + p) -- y = 0 (4.2.6-4) 


Fig. 4.2.6, a. 


g 


§ 4.3. Problemos de choque 


4.3.1. Forma de los problemas de choqúe. — Se dice que un sistema en 
movimiento experimenta un choque en un instante dado cuando, en este 
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instante, las velocidades de sus elementos sufren discontinuidades. El caso 
más frecuente es el de dos sólidos en movimiento cuyas superfícies, en un 
instante dado se ponen en contacto en un punto I el cual suponemos 
que es un punto regular de cada una de las superfícies. Si las componentes, 
en la normal común, de las velocidades en el punto / de cada uno de los 
dos sólidos son diferentes, hay incompatibilidad entre la ligadura introducida 
por el contacto y la hipótesis de un movimiento en el cual las velocidades 
fuesen continuas. Esto conduce a investigar si existe un movimiento con 
discontinuidades de velocidades que sea compatible con la ligadura intro¬ 
ducida por el contacto. Un problema de choque se presenta pues bajo el 
aspecto siguiente: conociendo el estado de velocidades inmediatamente an¬ 
tes dei choque, determinar el estado de velocidades inmediatamente después 
dei choque. 

Para establecer las ecuaciones, se escribe la ley fundamental o los teo¬ 
remas generales para cada sólido; se escriben igualmente en cada punto de 
contacto las leyes de las acciones de contacto y el teorema de la igualdad 
de la acción y de la reacción. Así se obtiene un sistema de ecuaciones li- 
neales. El número de estas ecuaciones no es suficiente para poder resolver 
el problema planteado. En efecto, si dos sólidos chocan en un punto, la 
ley fundamental aplicada a cada uno de ellos proporciona doce ecuaciones; 
ahora bien, despreciando los rozamientos, las incógnitas son trece, seis in¬ 
cógnitas para determinar las velocidades de cada sólido y una para deter¬ 
minar la percusión de reacción. Para obtener ecuaciones suplementarias es 
necesario hacer un análisis más preciso de los fenómenos; en cada contacto, 
los sólidos experimentan deformaciones permanentes o temporales, cuyo es¬ 
túdio se deduce de la teoria de la elasticidad. En ciertos casos es posible 
atenerse a una teoria elemental que desprecia las deformaciones. En un 
contacto entre dos sólidos, éstos tienen velocidades diferentes; designemos 
por V la diferencia de velocidades y por W la componente dei vector V se- 
gún la normal común a los dos sólidos; W representa la velocidad normal 
relativa, y sus valores inmediatamente antes y después dei choque los desig¬ 
naremos por IFi y IF 2 . En una primera aproximación, las cantidades 
y W 2 están relacionadas por (4.3.1-1), llamada ecuación de restitución y en 
la cual e designa una constante cuyo valor está comprendido entre 0 y 1. 
La constante e se llama coeficiente de restitución y depende de la natura- 
leza de los cuerpos en contacto. Cuando se tiene e=l, se dice que los cuer- 
pos son perfectamente elásticos; cuando e=0, se dice que los cuerpos son 
perfectamente blandos. La relación (4.3.1-1) se llama también condición de 
fin de choque. 


Wz — eWi , 0 ^ e ^ h (4.3.1-1) 

4.3.2. Centro de percusión. — Un sólido (5) es móvil alrededor de un 
eje A, Estando el sólido (S) en reposo choca con él otro sólido y experi- 
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menta una percusión de reacción P; posible que el eje A no soporte 
ninguna percusión de reacción? 

Designemos por a la distancia dei centro de inércia G al eje A, por rn 
la masa y por w la velocidad angular de rotación inmediatamente después 
de la percusión. El teorema de la resultante cinética muestra que la percu¬ 
sión P es equipolente a la velocidad mV g dei centro de inércia dotado de 
la masa total; el vector P debe por tanto ser perpendicular al plano {A, G) 
y debe satisfacer la relación (4.3.2-1). El soporte de la percusión P encuentra 
al plano (J, G) en un punto C que se proyecta ortogonalmente en B sobre el 
eje A; pongamos BC = L El teorema dei momento cinético aplicado al punto 
B indica que el momento cinético D • o dei sólido (5) en el punto B debe 
tener por soporte el eje A; indica además que la relación (4.3.2-2) en la cual 
mk^ designa el momento de inércia dei sólido (5) con respecto al eje A debe 
ser verificada. Para que el problema sea 
posible, es condición previa que exista en ^ 

la recta A un punto B en el cual A sea 




eje principal de inércia. El punto C se determina después por la relación 
k^ = aL El punto C, cuando existe, se llama centro de percusión dei sólido 
(C) asociado al eje A. 

macx) = P (4.3.2-1) 

mk^^oj = PI (4,3.2-2) 

Para resolver la primera cuestión tomemos como ejes de coordenadas los 
ejes principales dei tensor central de inércia y escribamos las ecuaciones de 
la recta A en la forma x=az+p, y=ij3z+q. Por un punto B de cota h si¬ 
tuado en A, trazamos el plano perpendicular a /I y un plano (n) arbitrário 
que pasa por A^ ecuaciones (4.3.2-3). Las distancias respectivas de un punto 
Ai a estos planos se designan por Z y X; la recta A será el eje principal de 
inércia en el punto B si la integral 


J/J 


ZX dm 
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es nula cualquiera que sea el plano (n), es decir si las dos eeuaciones 
(4.3.2-4) se verifican simultáneamente. Si no se verifica la relación (4.3.2-5), 
la recta á no es eje principal de inércia para ninguno de sus puntos. Cuando 
se verifica la relación (4.3.2-5), las eeuaciones (4.3.2-4) son compatibles y 
determinan en general un valor de h; las rectas A correspondientes son ejes 
principales de inércia para uno de sus puntos. Finalmente las eeuaciones 
(4.3.2-4) son verificadas identicamente si la recta A coincide con el eje Oz; 
una recta es pues eje principal de inércia para todos sus puntos si coincide 
con uno de los ejes principales dei tensor central de inércia, pero, en este 
caso, el centro de percusión se aleja hasta el infinito. La relación (4.3.2-5) 
significa que las cotas de los puntos en los cuales el eje A corta a los planos 
a:=0 e y=0 respectivamente están en la relación (4 —C)/(B—C). Cuando 
se tiene A=B, los ejes A son las rectas perpendiculares a Oz. 


ci{x — oíh — p) + ^{y — — q) A- z — h = 0 

X — az — p — X(y — §z — q) = 0 

pm { A(1 + «2 + j82) + a;, + } = o,{A — C) 

qm {A(1 + «2 + j82) + ap + jSj} = — C) 

p OL A — C 
~q^ B ~C 


j (4.3.2-3) 
j (4.3.2-4) 
(4.3.2-5) 


4.3.3. Choque de dos esferas. — Dos esferas idênticas de masa m, y 
centros O y Oi se mueven sin rozamiento sobre un plano (11). En un ins¬ 
tante dado, la esfera (Si) en reposo recibe el choque de la esfera (5) cuyo 
centro está animado de una velocidad V. Nos proponemos determinar las 
velocidades después dei choque, F' y V\, de los dos centros O y Oi así 
como la percusión de reacción P en el contacto de las dos esferas supuestas 
perfectamente elásticas. 



proyooKF' — V\) = — proyoo^F (4.3.3-2) 

El teorema dei momento cinético aplicado 
para cada esfera a los puntos O y Oi, respectiva¬ 
mente, demuestra que las velocidades angulares 
de rotación de las esferas permanecen continuas 
en el instante dei choque. El teorema de la resul¬ 
tante cinética aplicado para cada esfera se tradu- 
ce por las eeuaciones (4.3.3-1) y por el hecho 
de que las percusiones de reacción en los contac¬ 
tos con el plano (n) son nulas; la condición de 
fin de choque se escribe en la forma (4.3.3-2). 



Fig. 4.3.3. 

Choque de dos esferas. 
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De las dos primeras ecuaciones se deduce que es paralela a OOi 
y que V^+V'i = V=0, Asociando este resultado con la ecuación (4.3.3-2), 
se ve que F' es perpendicular a OOi. Así, las velocidades íinales V' y 
son las componentes de la velocidad inicial V en la dirección normal a OOi 
y en la dirección OOi. 

4.3.4. Choque de tres esferas. — El estúdio dei choque de tres esferas 
es un ejemplo interesante de problema indeterminado. Consideremos dos 
esferas idênticas, en reposo y en contacto una con otra en un punto A. Una 
tercera esfera S idêntica a las precedentes, tiene un movimiento de trasla- 
ción tal que la trayectoria de su centro es una de las tangentes comunes en A 
a las esferas Si y S 2 . Vamos a estudiar el choque que se produce cuando las 
esferas se suponen perfectamente elásticas. 

El choque presenta vários aspectos diferentes según se considere que 
la esfera S choca sucesivamente con las otras dos, o que el choque sea 
perfectamente simétrico y dê lugar en los contactos a dos percusiones rigu- 
rosamente simétricas. Las velocidades antes dei choque se designan por 
F, O, O y las velocidades después dei choque por F', F^i, V '2 y vamos a 
examinar sucesivamente dos casos extremos. 

1.® La esfera S choca primero con Si y después con S 2 (fig. 4.3.4, a). — 
Los resultados de la sección precedente, relativos al choque de dos esferas 
indican que se tiene 



F' perpendicular a OOi 



F'icolineal con OOi 





s 


Fig. 4.3.4, a. 


Fig. 4.3.4, b. - 
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Así, la esfera S es reenviada hacia la esfera S 2 con la que choca con la 
velocidad V' perpendicular a OOi. Una nueva aplicación de los resultados 
de la sección 4.3.3 nos da las velocidades finales V" (para la esfera S) y F' 2 . 


F' = ^ , V* perpendicular a OO 2 

V '2 = , V '2 colineal con OO 2 

4 

2.° Guando el choque es rigurosamente simétrico, la velocidad F' es 
colineal con F y la percusión de reacción en el punto A es nula (figu¬ 
ra 4.3.4, b). La aplicación dei teorema de la cantidad de movimiento a la 
esfera 5i indica entonces que la velocidad V\ es colineal con OOi. La ve¬ 
locidad F '2 es también colineal con OO 2 . El teorema de la cantidad de 
movimiento aplicado al sistema total da por Ia proyección sobre F 

V' + VW^ = F (/ = 1, 2) 

Las condiciones de fin de choque en los contactos Ai y A 2 : 
Pfoyoo,(F'— F'i) = —proyoo^ F, 
proyoo/F'— F'2) ==—proyoOaF, 

dan 



De ello se deduce 

, F'í = ~FV3 

Estos dos ejemplos demuestran que una ligera asimetría en el movimien¬ 
to de la esfera S, implica una completa modificación de los resultados dei 
choque. 

§ 4.4. Movimien+os con rozamiento 

4.4.1. Movimiento de un disco sobre una recta. — Un disco circular de 
radio a, pesado, vertical, cuyo centro de inércia G coincide con el centro 
geométrico, puede rodar y deslizarse sobre una recta Ox que forma el ân¬ 
gulo a con el plano horizontal. La posición dei disco depende de dos pará- 
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metros^ la abscisa x dei centro y el angulo ^ que forma uno de sus rádios 
con una dirección íija. Designemos por m la masa, por mk^ el momento de 
inércia en G, por T y N las componentes de la reacción sobre Ox y Oy. 
Las ecuaciones (4.4.1-1) traducen el teorema de la resultante cinética; la 
ecuación (4.4.1-2) traduce el teorema dei momento cinético aplicado al 
punto G. 

— mx + sen a + 7=0 
—■ mg cosa -j- Aí = 0 

— mk-ê + - 0 (4.4.1-2) 


j (4.4.1-1) 


La velocidad de deslizamiento es la dei punto ligado al disco y situado 
en el contacto / dei eje Ox; esta velocidad 

(dG/dt) + CO X G/ 

tiene por soporte Ox y tiene como valor algebraico u = x+aÒ. 


1) Guando el deslizamiento es nulo (w = 0), se obtienen valores cons¬ 
tantes para la aceleración lineal x, la aceleración angular 0 y las compo¬ 
nentes T y N, 


X 


^ aè ^ 


g sen 
1 + 


T = 


mg sen Oi 
1 + 


N — mg cosa 


j (4.4.1-3) 


y 



Fic. 4.4.1, a. 


El movimiento precedente será posible'si la reacción satisface las leyes 
de las acciones de contacto: | T 1 < fiN, 0). Se dice que. el rozamiento es 
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f 



débil o fuerte según que se tengan una u otra de las desigualdades (4.4.1-4). 
La rodadura sin deslizamiento es posible si y sólo si el rozamiento es fuerte. 


Rozamiento débil 
Rozamiento fuerte 


, /(mg cosa, 0) 


mg sen a 
«2 + 


, f{mg cosa, 0) ^ 


mg sen a 
+ *2 


(4.4.1-4) 


2) Cuando el deslizamiento no es nulo (u 5 ^ 0), la derivada ii se expresa 
en función de la reacción tangencial; de ello se deduce que la velocidad u 
satisface una ecuación diferencial de primer orden. 


mü = mg sen a -f (1 a^/k^ T 


(4.4.1-5) 


u < 0 
u >■ 0 


mú = mgsentx -f (1 -f a^jk^ f(jng cosa, m) 
mü = mg sen a — (1 -H a^lk^f(jng cosa, u) 



La forma de la función u) para los valores constantes de N es la in¬ 
dicada en la figura 4.4.1-b. Cuando el rozamiento es débil ú es siempre 
positivo, luego u es una función creciente dei tiempo (fig. 4.4.1-c). Cuando 


u 



Fig. 4.4.1, c. — Rozamiento débil. 


U 



Fig. 4.4.1, d. — Rozamiento fuerte. 
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el rozamiento es fuerte, puede existir un valor ü para el cual ú sea nulo; 
à es entonces negativo cuando se tiene 0<u<ü; u es positivo para los 
valores de u negativos o mayores que ü\ las variaciones de u en función dei 
tiempo están representadas en la figura 4.4.1-d. Los resultados pueden ser 
resumidos de la manera siguiente. 

a) Rozamiento débil. — Si el deslizamiento inicial está dirigido hacia 
abajo, el deslizamiento continuará indefinidamente hacia abajo. Si el desliza¬ 
miento inicial está dirigido hacia arriba, el deslizamiento se detendrá al cabo 
de un tiempo finito y continuará luego indefinidamente hacia abajo. 

b) Rozamiento fuerte. — Si el deslizamiento inicial está dirigido hacia 
arriba, el deslizamiento cesará al cabo de un tiempo finito y el movimiento 
continuará luego con un resbalamiento nulo. 

Si el resbalamiento inicial está dirigido hacia abajo, continuará indefi¬ 
nidamente hacia abajo si su valor inicial es suficientemente grande; si su 
valor inicial es suficientemente pequeno, cesará al cabo de un tiempo finito 
y el movimiento hacia abajo continuará luego con un resbalamiento nulo. 

4.4.2. Movimiento de una esfera sobre un plano fijo. — Una esfera ma- 
ciza homogénea, de centro C, radio a, masa m y peso mg, está en movimien¬ 
to sobre un plano horizontal rugoso. La reacción R en el punto de contacto 
/ con el plano horizontal admite una componente vertical J\ y una compo¬ 
nente horizontal T. El teorema de la resultante cinética y el dei momento 
cinético aplicado al punto C se traducen en las ecuaciones (4.4.2-1) en las 
cuales designa la rotación de la esfera. La eliminación de la reacción 
permite obtener la integral primera (4.4.2-2) en la que A designa un vector 
constante, y expresar la velocidad de deslizamiento V en la forma (4.4.2-3). 



m — = R + mg 
át^ 

2 dfí 

- ma^ = Cl X R 
5 át 


SI 


5 / dC\ , 

= —- (Cl X ^ 

\ dí / 


dC 

i7 =- \ SI X Cl 

dt 


1 dC 

- ^ A X Cl 

2 át 


I (4.4.2-1) 

I 


(4.4.2-2) 


(4.4.2-3) 


Si el deslizamiento inicial no es nulo, se deben escribir las leyes dei 
rozamiento; adoptaremos una función i(N, U) independiente de la velocidad 
de deslizamiento y proporcional a la reacción normal iV,* siendo / el coefi- 
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ciente de proporcionalidad. Las leyes dei rozamiento se escriben = 

I r I =/ I I y r • t/ < 0; se obtiene 

^ X ^ X C/) = 0 (4.4.2-4) 

dí2 \2át J 

X . U = To ■ Uo + i mpg^t. (4.4.2-5) 

De la ecuación (4.4,2-4) se deduce que el vector (d^C/df^) es colineal 
con su derivada y tiene por tanto una dirección fija; de la primera de 
las ecuaciones (4.4.2-1) se deduce IS=—mg y m{d^C/dt^) = T; el vector 
(d^C/dí^) tiene pues módulo constante igual a /g y la trayectoria dei centro 
de la esfera es una parábola. El producto escalar T * Z7 se escribe en la forma 
(4.4.2-5); como el deslizamiento inicial no es nulo, se tiene Tq'IIq<0, 
En un instante determinado, T • í/ se anula y cambia de signo; después de 
este instante, ya no es posible el deslizamiento. 

Si el deslizamiento es nulo, la relación Í7=0 indica que el centro de la 
esfera está animado de un movimiento rectilíneo uniforme; como se tiene 
T=0, las leyes de rozamiento se satisfacen y la rodadura sin deslizamiento 
continuará indefinidamente. 


4.4.3. Movimiento de una esfera sobre un plano móvil. — Una esfera 
pesada homogénea, de centro C, radio a, y masa m, rueda sin resbalar sobre 
un plano horizontal animado de una rotación uniforme to alrededor de la 
vertical fija Oz. Designemos por T la componente horizontal de la reacción 
en el contacto / de la esfera y dei plano; el punto C se proyecta ortogonal¬ 
mente en / sobre Oz. Se puede estudiar el movimiento de la esfera ya sea 
situándose en los ejes móviles Oxyz, o situándose en los ejes fijos Oxiyiz. 

Primer método: Consideramos los ejes Oxyz ligados al plano móvil 
como absolutos introduciendo las fuerzas de inércia de arrastre y las fuerzas 
de inércia complementarias; estas fuerzas han sido determinadas en la sec- 
ción 2.3.2. La rotación de la esfera con respecto a los ejes Oxyz se designa 
por Q. El teorema de la resultante cinética, el teorema dei momento cinético 
aplicado al punto C y la condición de no resbalamiento en el contacto / de 
la esfera y dei plano conducen a las ecuaciones (4.4.3-1). 


d^C „ dÇ ^ 

m - = m JC co2 — 2m CO x —-h T 

dt^ dí 


2 dSl 

- ma^ - = 

5 dí 


— - ma^ iú X SI Cl X T ) (4.4.3-1) 


dC 

-h £2 X C/ = 0 

dt 

La rotación SI puede descomponerse en vertical y horizontal; la 
segunda ecuación demuestra que es constante; luego se puede substituir 
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en las dos últimas ecuaciones Q por flh- Por multiplicación vectorial por Cl, 
se resuelve la tercera ecuación en a continuación se resuelve por el 
mismo método la segunda ecuación en T, Introduciendo el valor de T en 
la primera ecuación, se deduce de ella la ecuación diferencial (4.4.3-3) que 
se integra en la forma (4.4.3-4) en la cual A y B designan dos vectores 
constantes. 


dC 

a^Sih = — C/ X — 
dí 

2 d2C 2 dC 

J =- m - m iú X — 

5 áfi 5 át 


I 

\ 


(4.4.3-2) 


d 2 /C d/c 

7 -h 12 oj X - -5aj2/c = 0 (4.4.3-3) 

dí2 dí ^ ^ 

(JQoxi/ = A + B (4.4.3^) 


Segundo método: Razonemos en los ejes fijos Ox^y^z; para ello intro- 
ducimos la rotación Í2i=í2+a> de la esfera con respecto a estos ejes. 

Las ecuaciones dei movimiento se escriben en la forma (4.4.3-5). 


2 

5 



(4.4.3-5) 



Oxiyí 


X C/ = O X O/ = to X /c i 


La rotación Í2i puede descomponerse en vertical y constante y 
horizontal que se puede poner en lugar de en las dos últimas ecuaciones. 
La solución de las dos últimas ecuaciones en y T conduce finalmente 
a la ecuación diferencial (4.4.3-7) que se integra en la forma (4.4.3-8) donde 
A y B designan dos vectores constantes. 



(JQoxm ^ A + B e(2/7)i.í (4.4.3-8) 
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Así, en el plano fijo, el punto C describe una circunferência con veloci- 
dad angular constante (2/7)íu. Se comprueba, naturalmente, que se tiene 

(JC)oxiyi ~ (,J^)oxy * 

La velocidad de rotación dei plano Oxy se mantiene constante por medio 
de un par motor (r) paralelo a Oz. Para calcular el valor de este par, una 
vez determinado el movimiento, basta escribir que el momento con respecto 
a Oz de las fuerzas aplicadas al plano Oxy es nulo. Se obtiene 



4.4.4. Movimiento de un vehículo autopropulsado. — Las fuerzas exte¬ 
riores que se ejercen sobre un automóvil son la gravedad, las reacciones dei 
suelo sobre las ruedas y la resistência dei aire. Sin más conocimientos po¬ 
demos aplicar al automóvil el teorema de la resultante cinética. Si la masa 
es m y el coche se desplaza sobre una carretera horizontal con la acelera- 
ción Y, entonces my es igual a la componente horizontal de las reacciones 
dei suelo y de la resistência dei aire. La componente vertical de la gravedad, 
de las reacciones dei suelo y de la resistência dei aire es nula. 

La aplicación dei teorema dei momento cinético requiere más precaucio- 
nes. Para simplificar, supondremos que las ruedas no tienen masa, y por 
consiguiente que no tienen momento cinético. El momento cinético dei auto¬ 
móvil alrededor de su centro de inércia es entonces nulo. De ello resulta 
que, con respecto al centro de inércia, el momento resultante de las reaccio¬ 
nes dei suelo y de la resistência dei aire es también nulo. 



Fig. 4.4.4, a. 


Podemos utilizar estos resultados para calcular la mayor aceleración 
que puede adquirir un automóvil sobre una carretera cuando entre el suelo 
y los neumáticos existe un coeficiente de rozamiento /. Como, por hipótesis, 
la masa de cada rueda es nula, la variación dei momento cinético de cada 
rueda con respecto a su centro es nula; el momento resultante de las fuerzas 
exteriores que se ejercen sobre una rueda es nulo. Estas fuerzas comprenden 
la reacción dei suelo y un par ejercido por el eje, bajo la acción dei motor 
o de los frenos. En ausência de par, la reacción dei suelo tiene un momento 
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nulo con respecto al centro de la rueda. Así, sobre una rueda de masa 
despreciable que no esté sometida a ningún par por el motor ni los frenos, 
la reacción dei suelo no tiene componente tangencial. 



La figura 4.4.4, b indica las fuerzas exteriores que actúan sobre un auto* 
móvil propulsado únicamente por las ruedas traseras (a la derecha en la 
figura), despreciando la resistência dei aire. 


Sea h la altura dei centro de inércia por encima dei suelo 

6i la distancia horizontal dei eje de las ruedas delanteras al centro 
de inércia 

02 la distancia horizontal dei eje de las ruedas traseras al centro 
de inércia 

Ni la resultante de las reacciones normales sobre las ruedas de¬ 
lanteras 

N 2 la resultante de las reacciones normales sobre las ruedas tra¬ 
seras 

F la resultante de las reacciones tangenciales sobre las ruedas tra¬ 
seras. 


Se tiene 


my = F 

0 =Ni + Nz — wg 
0 = bzNz — biNi — hF 


'Ni 


= rn 


gbz — yh . 
bx bz 


Nz = m 


gbi + yh 
bx + bz 


( 


(4.4.4-1) 


(4.4.4-2) 


La ley de las acciones de contacto F ^ /N 2 da 

< 

'^"01 + 02-/11 


(4.4.4-3) 


El segundo miembro representa el mayor valor que puede tomar la ace- 
leración sin que las ruedas patinen sobre el suelo. 
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EJERCICIOS 


Determinar la posición de equilíbrio de una barra homogénea pesada, uno de 
cuyos extremos se apoya sobre un plano vertical y cuyo otro extremo descansa 
en el interior de una esfera. 

Un triângulo isósceles homogéneo pesado está colocado en una esfera de manera 
que sus tres vértices descansan sin rozamiento sobre la superfície esférica. Deter¬ 
minar las posiciones de equilíbrio. 

Un punto P es atraído según la ley de Newton (atracción inversamente propor¬ 
cional al cuadrado de la distancia) por una semiesfera homogénea de radio R. 
iDónde hay que colocar el punto P para que se mantenga en equilíbrio? 

(Solución: sobre el diâmetro perpendicular al plano que limita la semiesfera 
a una distancia x dei centro tal que x/R « 0,88.) 

Determinar la posición de equilíbrio de un punto P atraído según la ley de 
Newton por todos los elementos dei perímetro de un triângulo supuesto ho¬ 
mogéneo. 

{Solución: la posición de equilíbrio es el centro dei círculo circunscrito.} 

Un automóvil ínícialraente en reposo arranca con una de sus puertas abierta 
y formando ângulo recto. Estando situada la bisagra bacia adelantc, Ia puerta 
se cierra cu ando aumenta la velocidad. Se pi de el ti empo necesario para que la 
puerta se cierre sabiendo que la aceleración tiene un valor constante y. 

I Solución: sea m la masa de la puerta, el momento de inércia con 
respecto a la bisagra, a la distancia dei centro de inércia a la bisagra. 




- = 1,86 


0 


Un punto material pesado se mueve sin rozamiento sobre el arco de curva defi¬ 
nido por las ecuaciones 


0 < 9? < 7i[2. 


X = a cos^ <p, y = a sen'V I 


El eje de las a: está orientado según la vertical descendente. En el instante inicial, 
el punto está situado sin velocidad en la posición x = 0, y = a. Determinar el 
movimiento ulterior. 

{Solución: La ecuación dei movimiento s — Is/Za tiene dos soluciones 
que satisfacen las condiciones iniciales; estas soluciones correspondeu una al 
reposo, y otra al movimiento acosíp = 2} 

Movimiento de la máquina de Atwood cuando se supone que el a ire ejerce una 
resistência proporcional a la velocidad sobre cada una de las dos masas suspen¬ 
didas en el hilo. 


Estando un sólido en movimiento, uno de sus puntos es bruscamente inmovili- 
zado. Determinar el nuevo estado de las velocidades. 
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9. Un sistema material plano (S) se desplaza en un plano P que gira alrededor de 
una recta A mantenida íija. En un instante dado, se detiene bruscamente el 
plano P; determinar las velocidades de los elementos dei sistema (S). 

10. Un plano móvil P puede deslizarse por traslación sobre un plano horizontal 
fijo Pi. Una esfera maciza, homogénea, pesada rueda sin deslizarse sobre el 
plano P. El movimiento dei plano P es regulado de manera que el centro de la 
esfera tenga con respecto al plano Pi un movimiento dado de antemano. Deter¬ 
minar el movimiento dei plano P con respecto al plano Pi. 

{Solución: La aceleración de traslación dei plano P es igual a la aceleración 
dei centro de la esfera multiplicada por 7/5.} 

11. Un pêndulo compuesto oscilante alrededor de un eje horizontal es abandonado 

sin velocidad en una posición tal que su centro de inércia esté en el plano hori¬ 
zontal dei eje. qué inclinación será máxima la componente horizontal de 

la reacción sobre el eje? 

{Solución: 45°.} 

12. Un cilindro circular rueda sobre un plano inclinado formando el ângulo a con 
el plano horizontal; sus generatrices forman el ângulo p con la línea de máxima 
pendiente dei plano. Calcular la aceleración de su eje de revolución en función 
de los ângulos a, p, dei radio a y dei radio de giro k con respecto al eje de 
revolución. 

/ 

I Solución: g sen a sen íí 

\ a- - 1 - 

13. Dos rectas AB y BC están articuladas sin rozamiento en P. Están alineadas y se 
desplazan con un movimiento de traslación cuando el punto A queda fijado subi¬ 
tamente, Demostrar que las velocidades angulares que se originan en este ins¬ 
tante están en la relación —3. 

14. Una barra pesada homogénea AB está suspendida por dos hilos sin masa O A, 
OB a un punto fijo O de modo que el triângulo OAB sea equilátero. Demostrar 
que si se corta uno de los hilos, la tensión dei otro se reduce instantáneamente 
en la relación 6/13. 

15. Una placa rectangular, homogénea, pesada, muy delgada, está fijada en los 
extremos A y P de una de sus aristas que forma un ângulo i con la vertical. 
Determinar el movimiento de la placa y las reacciones en A y P. 

16. Un punto material pesado se desplaza con rozamiento sobre una circunferência 
vertical. En el instante inicial, se encuentra en un extremo dei diâmetro hori¬ 
zontal y su velocidad es nula; alcanza el punto más bajo de la circunferência 
con una velocidad también nula. Se supone que el coeficiente de rozamiento es 
constante. Determinarlo. 

17. Movimiento de una barra pesada y homogénea cuyos extremos A, P se deslizan 
sin rozamiento sobre dos rectas situadas en un mismo plano vertical e inclinadas 
45° con respecto al horizonte. 




CAPÍTULO 5 


TRABAJO Y POTÊNCIA 


Los conceptos de trabajo y de potência, que se estudian en 
este capítulo son fundamentales en mecânica. En el primer 
párrafo comenzamos dejiniendo y calculando el trabajo en el 
caso de las acciones mecânicas que pueden representarse ya sea 
por vectores ligados, ya sea por torsores. Las acciones interiores 
ejercidas por una parte de un sólido sobre otra parte dei mismo 
sólido pertenecen a ambos casos, pero el cálculo dei trabajo 
efectuado por los esfuerzos interiores en un medio continuo de- 
formable exige una definición nueva que damos igualmente. 

En el segundo párrafo demostramos el teorema de las potências 
virtuales; este teorema, equivalente a la ley fundamental, podría 
servir de principio en un modo de exposición diferente. En el 
caso particular de las potências reales se obtiene la forma sen- 
cilla conocida con el nombre de teorema de la energia cinética. 

Con vista a las aplicaciones, terminamos por un tercer párrafo 
dedicado a las unidades: definiciones de las unidades y com- 
paración de los diferentes sistenms de unidades, así como a la 
similitud en mecânica. 

§ 5.1. Definiciones y propiedades elementales 

5.1.1. Potência y trabajo de una fuerza. — La observación de los fe¬ 
nómenos mecânicos permite comprobar que multiplicando las fuerzas por 
las velocidades, de sus puntos de aplicación se obtienen cantidades que pa- 
recen presentar propiedades interesantes. A partir de aqui, los teóricos han 
procurado definir una magnitud accesible al razonamiento y al cálculo y 
establecer sus principales propiedades. Para elaborar esta definición, el 
teórico no tiene limitaciones; la única justificación de su elección es el 
interés que presenten las propiedades que haya podido establecer, es decir 
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su utilidad y su comodidad. Nosotros vamos a indicar las definiciones esta- 
blecidas y que conducen a enunciados notables, corolários de la ley funda¬ 
mental de la mecânica. 

La potência real J> de una fuerza F aplicada a un elemento de matéria 
dotado, en el instante í, de una velocidad V se define por el producto escalar 

íT F (5.1.M) 

Si la fuerza está siempre aplicada al mismo elemento de matéria, V designa 
a la vez la velocidad dei elemento de matéria y la dei punto geométrico de 
aplicación. Es fundamental senalar que el elemento de matéria y el punto 
geométrico al cual está aplicada la fuerza pueden tener velocidades diferen¬ 
tes; por ejemplo, en el caso de la reacción ejercida por el suelo sobre la 
rueda de un coche que rueda sin deslizarse, la velocidad dei elemento de ma¬ 
téria perteneciente a la rueda que está situado en el punto de aplicación es 
nula, mientras que la velocidad dei punto geométrico de aplicación es igual 
a la velocidad dei coche. Cuando la velocidad V no representa la velocidad 
dei elemento de matéria situado en el punto de aplicación de la fuerza, se 
dice que la fórmula (5.1.1-1) define la potência virtual de la fuerza F para 
la velocidad F, a la cual se da el nombre de velocidad virtual. 

Se llama trabajo real de la fuerza F durante el intervalo de tiempo infi¬ 
nitamente pequeno dí que sigue al instante t, la cantidad d^ definida por 
la fórmula (5.1.1-2). Cuando la velocidad F que figura en esta fórmula es 
diferente de la velocidad dei elemento de matéria al cual está aplicada la 
fuerza, el trabajo así definido se llama trabajo virtual. 

d7? = F. Vàt (5.1.1-2) 

El trabajo de un sistema de fuerzas es, por definición, igual a la suma 
de los trabajos de cada una de las fuerzas; como el producto escalar es distri¬ 
butivo con respecto a la adición vectorial, el trabajo de la resultante de va¬ 
rias fuerzas concurrentes es igual a la suma de los trabajos de estas fuerzas. 

El trabajo de una fuerza F depende dei sistema de referencia al cual 
están referidos los movimientos. La velocidad F de un elemento de matéria 
con respecto a un sistema (Si) puede considerarse como resultante de su ve¬ 
locidad Vr (relativa) con respecto a un sistema (S) y de la velocidad (de 
arrastre) definida por el movimiento dei sistema (S) con respecto al sistema 
(5i). El trabajo 

dT? -F- Fd^ 

de una fuerza en el movimiento resultante de un elemento de matéria es la 
suma de su trabajo relativo 


dTSr =F. Vrát 
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y de su trabajo de arrastre 


= Vaát 
d^=dlSr + d'6a 


( 5 . 1 . 1 - 3 ) 


El movimiento de arrastre es un movimiento de sólido. 

En el caso de una fuerza constantemente aplicada al mismo elemento de 
matéria M, se tienen las relaciones (5.1.1-4) en las cuales dM designa el 
desplazamiento elemental dei punto M durante el intervalo de tiempo dí; 
X, Y, Z, son las componentes sobre ejes ortogonales dei vector F, dx, dy, dz 
son las componentes sobre los mismos ejes dei vector áM, Si la fuerza es 
normal a la trayectoria dei punio de aplicación, el trabajo es nulo. El tra¬ 
bajo de una fuerza constante en magnitud y dirección es igual al producto 
de la fuerza por la proyección, sobre la fuerza, dei camino recorrido. Cuando 
la fuerza F es una función conocida previamente de la posición de su punto 
de aplicación M, se dice que el punto M se desplaza en un campo de fuerzas 
invariables; el trabajo de la fuerza F, cuando el punto M se mueve desde 
un punto A hasta un punto B, depende en general dei camino recorrido, 
fórmula (5.1.1.-5): 


dlS = F-F dr = F-dM = X dx + Y dy + Z dz (5.1.1-4) 


B 



En el caso particular en que el vector F es el gradiente de una función 
U dependiente de la posición dei punto M e independiente dei tiempo, 
se dice que la fuerza F admite una función de fuerzas t/ o un potencial 

V=—U. El trabajo de la fuerza F a lo largo de un arco AB se expresa 
por el crecimiento UiB) — U{A) en la función de fuerzas; este trabajo es 
independiente dei camino seguido cuando la función de fuerzas es unifor¬ 
me. Recíprocamente, si el trabajo *5* de la fuerza de un campo no depende 
dei camino seguido para pasar de un punto A a un punto M(x, y, z), la 
fuerza F admite una función de fuerzas: ecuaciones'(5.1.1-7). 

Las superfícies constante se llaman superfícies de nivel. La fuerza F 
es normal a la superfície de nivel que pasa por su punto de aplicación, 
porque para todo desplazamiento en una superfície de nivel, dí7 es nulo. 
Si dn representa la longitud de normal limitada por la superfície de nivel 
U=Uoy por una superfície de nivel infínitamente próxima, se pueden escri- 
bir las relaciones (5.1.1-8). Luego cuando el punto M describe una super¬ 
fície de nivel, el valor de la fuerza es inversamente proporcional a dn; la 
fuerza está dirigida en la dirección de las U crecientes. 
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F = grad 17 , dlS = grad U ■ áM = àU (5.1.1-6) 
■S = U{M) — U{Á) 

dl? = U{M + dAf) — U{M) = grad U • àM 
F án = àU , F = 

d« 

Entre las fuerzas que admiten un potencial, conviene citar las fuerzas 
centrales en el caso en que su intensidad no depende más que de la distan¬ 
cia r al centro de las fuerzas. En cada punto M, el vector F tiene por sopor- 
te la recta MO que une el punto M con un punto fijo O llamado centro de 
las fuerzas, y su módulo no depende más que de la distancia OM = r. Guan¬ 
do el punto M se desplaza sobre una esfera de centro O, la fuerza F no 
trabaja; el trabajo elemental para un desplazamiento arbitrário infinitamente 
pequeno dei punto M es, pues, 

d‘^= F-dM = Fdr 

Como F no depende más que de r, se tiene 

d^= d(7 con ^ F{r)dr 

En el caso particular F{r) = iJir~\ el potencial tiene la forma 

E = - ^V(r)dr = —^-^ si 

= —log r si s = 1 

5.1.2. Trabajo de Ias fuerzas exteriores aplicadas a un sólido. — En los 

problemas de mecânica las fuerzas exteriores son datos, mientras que los 
esfuerzos interiores son incógnitas, cuyo conocimiento no es, desde luego, 
necesario si nos limitamos al caso de la mecânica dei sólido. El cálculo dei 
trabajo de las fuerzas exteriores es particularmente sencillo cuando se trata 
de fuerzas aplicadas a un sólido. 

Consideremos, pues, un sólido (S) sometido a n fuerzas F^, F 2 , ..., F„ 
aplicadas respectivamente en los puntos Ai, A 2 , ..., An. Los elementos de 
reducción, en un punto O dei espacio, dei sistema de fuerzas se designan 
por OR (resultante general) y OO (momento resultante), La velocidad dei 
punto dei sólido (S) que se encuentra en O se designa por Fq y la rotación 
de (S) por íü. La velocidad Vi dei punto Ai se expresa por la fórmula 
(5.1.2-1), el trabajo de la fuerza F,- por la fórmula (5.1.2-2) y el trabajo 
dei sistema de fuerzas por la fórmula (5.1.2-3). 


j (5.1.1-7) 
(5.1.1-8) 
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Fi = Fo + ío X OAi 
dlSi =Fi^(Fo + (o X OAi) dt 
dlS ={Vo-OR + oyOG)àt 


(5.L2-1) 
(5.1.2-2) 
(5.1.2-3) 


Cuando las fuerzas exteriores dadas están repartidas en toda la masa y 
son proporcionales a las masas, el trabajo elemental se define por la integral 



lo que conduce también a la expresión (5.1.2-3). En el caso particular en 
que la resultante OR es nula, la fórmula (5.1.2-3) indica que la potência de 
un par de eje G aplicado al sólido (S) es igual al producto escalar (ú • G. 

Algunas consecuencias inmediatas de la fórmula (5.1.2-3) son Ias si- 
guientes: 

1Dos sistemas de fuerzas equivalentes aplicados al mismo sólido pro- 
ducen el mismo trabajo. 

2 . ° El trabajo de un sistema de fuerzas equivalente a cero aplicado a 
un sólido, es nulo. 

3. ° El trabajo de arrastre de un sistema de fuerzas equivalente a cero 
es nulo. 

4. ® El trabajo de un sistema de fuerzas equivalente a cero es indepen- 
diente de todo sistema de referencia. 

5.1.5. Trabajo de los esfuerzos interiores en un sólido. — La determí- 
nación local de los esfuerzos interiores en un sólido y más generalmente en 
un medio deformable no puede hacerse por medio de la ley fundamental 
de la mecânica únicamente. Esta determinación, que es la de un campo ten¬ 
sorial, rebasa el plan de un curso de mecânica general y pertenece a la me¬ 
cânica de los médios continuos. Sin embargo, es notable que no sea necesa- 
rio efectuar esta determinación local de los esfuerzos interiores para definir 
y calcular su trabajo cuando se trata de esfuerzos interiores en un sólido. 

Para tener la información necesaria sobre los esfuerzos interiores a un 
sólido (S) cuyo movimiento se conoce, basta aplicar la ley fundamental a 
una parte de (5). Supongamos, por ejemplo, que el sólido (5) esté fraccio- 
nado en dos partes complementarias (5i) y (S 2 ) separadas por una superfí¬ 
cie (S). El torsor de las fuerzas de inércia ( —mvi) de la parte (Si) es cono- 
cido; también lo es el torsor de las fuerzas dadas (F^i). Las acciones de la 
parte (S 2 ) sobre la parte (Si) que son acciones mecânicas interiores para el 
sólido (S), son acciones mecânicas exteriores para la parte (Si) y, por con- 
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siguiente, pueden ser representadas globalmente por un torsor que designa¬ 
remos por (72 i)- La aplicación a (Si) de la ley fundamental de la mecâ¬ 
nica conduce entonces a la relación siguiente; 

( —myi) + (Fai) + ÍS 21 ) =0 (5.L3-1) 

mediante la cual será conocido el torsor (7 21 )* Estos esfuerzos interiores 
están determinados de manera muy imperfecta, puesto que únicamente se 
conoce su torsor, es decir, su resultante general y su momento resultante 
en un punto. Como dos torsores equivalentes pueden sustituirse uno por 
otro sin que se modifique el movimiento, no es posible conocer los esfuer¬ 
zos interiores de manera más completa 
dentro dei cuadro de la mecânica dei 
sólido. Vamos a poner dos ejemplos: 

Un primer ejemplo es el de una es¬ 
fera en movimiento en el vacío. La esfe¬ 
ra es homogénea, pesada, de centro O, 
radio R, masa m y peso mg. El punto 
O describe una parábola de eje vertical 
y la rotación to de la esfera es constan¬ 
te. El estúdio dei movimiento se pue- 
de hacer suponiendo al punto O fijo 
y prescindiendo de la gravedad. Esto 
equivale a razonar en ejes de origen O 
y de direcciones fijas. Tales ejes pueden considerarse como absolutos a con- 
dición de introducir las fuerzas de inércia de arrastre — Ya dm, como 
se obtiene el mismo resultado prescindiendo de la gravedad. 

Un plano diametral (2) que forme el ângulo « con o> divide a la esfera 
en dos hemisférios (5i) y (^ 2 ). El centro de inércia Gi dei hemisfério (Si) 
está en el diâmetro perpendicular a (2) y a la distancia 


CO 



OGi = iR 


La aceleración dei punto Gi en el movimiento alrededor de O se expre- 
sa en la forma (5.1.3-2), en la cual /i designa la proyección ortogonal dei 
punto Gi sobre ío. Los momentos principales de inércia con respecto al pun¬ 
to O dei hemisfério (Si) son todos iguales a % mR^, y el momento cinético 
en O está dado por la fórmula (5.1.3-3) 

— ojUiGi \JiGi\ =iRcosoc (5.1.3-2) 

D • CO = ^ rnR^hi (5.1.3-3) 


Puesto que (o es constante, la velocidad.del momento cinético es nula y 
el torsor que representa las acciones ejercidas por el hemisfério (S 2 ) sobre 
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el hemisfério (5i) es equivalente a un vector único F que pasa por el punto 
O, y equipolente al vector 


i moj^JxGi 

|F| = mío^R COS oc (5.1.3-4) 

Como el torsor de los esfuerzos interiores está determinado, la potência 
real y el trabajo real de estos esfuerzos se definirán por la fórmula (5.1.2-3). 
En el caso en cuestión, la potência real es =F -Vq. De manera análoga 
se define y se calcula partiendo de la fórmula (5.1.2-3) la potência virtual 
en todos los casos en que las velocidades virtuales son las velocidades de 
un cierto movimiento de sólido (movimiento que, naturalmente, puede ser 
diferente dei movimiento real). 

Un segundo ejemplo es el de una varilla rectilínea homogénea OA, de 
masa m y longitud /, móvil en un plano fijo y que gira alrededor de un 
punto fijo O con una velocidad angular dada íi>(í). B es un punto arbitrário 
de la varilla, tal que OB = r. Los esfuerzos ejercidos por la porción OB so¬ 
bre la porción BA admiten en el punto B una resultante general que se des- 
compone en T (tensión) según BA y en S (fuerza de cortadura) perpendicu¬ 
lar a BA, y un momento resultante M (momento flector). 



Fig. 5.1.3, b. 


La varilla BA tiene por masa m 


l-r 


^ Despreciando el peso, la ley fun¬ 
damental de la mecânica se traduce en las tres ecüaciones siguientes; 


r = 

- 


moj 

mò) 


/2 — v2 
2: _ 

21 

/2-^2 

“1/ 



= mk^J—- 


(5.1.3-5) 


/ 










[§ 5 . 1 ] 


PROPIEDADES Y DEFINICIONES ELEMENTALES 


115 


donde k designa el radio de giro de la varilla BA con respecto a su centro 
de inércia. Como la varilla es homogénea se tiene 


es decir 


12jt3 r)a 


Af = ttlà} 


(/~rH2/ + r ) 
61 


(5.1.3-6) 


El trabajo de los esfuerzos interiores ejercidos por la porción OB so¬ 
bre la porción BA es 


dIS = (rctiS + Mw) df 


(5.1.3-7) 


d^E 


( . P — T^ 


+ 


{l-rnil+rY 

61 I 


dcü 


Cuando w es constante, los esfuerzos ejercidos por la porción OB sobre 
la porción BA se reducen a una tensión aplicada al punto B y el trabajo 
es nulo. 


5.1.4. Trabajo de los esfuerzos interiores en un medio deformable.— 

Si un sistema material está constituido por cuerpos distintos que actúan 
unos sobre otros, sus acciones mutuas son fuerzas interiores dei sistema, 
pero exteriores a cada uno de los cuerpos, de modo que su trabajo no ne- 
cesita ser definido especialmente. Por el contrario, cuando se trata de es¬ 
fuerzos interiores en un medio continuo, esfuerzos representados por un 
campo de tensores simétricos, ha lugar a introducir una nueva defmición 
de la potência y dei trabajo. 

Esta nueva definición no se puede establecer arbitrariamente porque sa¬ 
bemos calcular la potência en el caso de un movimiento que solidifica un 
fraccionamiento de este sistema. En efecto, dada una parte {3)i) interior a 
un medio continuo {3))> los esfuerzos que han sido definidos (sección 3.1-5) 
por la densidad superficial T{M, n) sobre la frontera (ti) dei volumen 
{3)i) forman un torsor equivalente al torsor definido por la densidad de 
fuerzas /(M) tomada en el interior de (£)i), donde 


f(M) = limite - „„ 

^ R-,0 AttR^ 


iS) 


l) dor 


(5.1.4-1) 


designando (S) la esfera de centro M y de radio R. Esta equivalência es 
consecuencia de la aplicación de la ley fundamental a un volumen infinita- 
mente pequeno que rodea al punto M. Las componentes dei vector /(M) 
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están relacionadas con las dei tensor de los esfuerzos interiores ^(M) por las 
fórmulas siguientes: 


_ 0^ 0^ 0^ 

^ 0T Ôy 0z 

/• _ ^^3 , dN2 . ari 

~ dx 0;; 0z 

^ ^ ^ , ^3 

dA: 0;^ ■*" 0Z 


(5.1.4-2) 


Si bien el conocimiento dei campo de tensores ‘G’(M) implica el dei cam¬ 
po de vectores /(M), la recíproca no es cierta. El campo de vectores /(M) 
no es, pues, suficiente para representar los esfuerzos interiores. 

Cuando la velocidad V(M) de cada punto dei dominio (£),) es la velo- 
cidad de un movimiento de sólido, la potência dei campo de vectores 
/(M) es 


J||/(Af). V(M) 


dv 


Cuando el dominio {3)0 posee una parte (S'i) de su frontera común con 
la frontera (21) de {3))> solamente son esfuerzos interiores con respecto a 
(3)) los esfuerzos sobre (2/) —(S^O; la potência de los esfuerzos interiores a 
(3)) y repartidos en el dominio ( 3)i) es, pues, 


(a)i) 


T(P,Ji)- V(P)da 


Por adición de las fórmulas análogas para todos los dominios {3)0, se 
deduce que para todo campo de velocidades que solidifica un fracciona- 
miento cualquiera de {3)), la potência de los esfuerzos interiores se expresa 
por la fórmula siguiente 


=/íJ- 


íTi = AM ). V{M) dn — r(P, n) • F(P) da 


(»> 


-/J' 

(^) 


(5.1.4-3) 


Cuando el campo de velocidades V{M) es arbitrário, convenimos en de¬ 
finir la potência de los esfuerzos interiores por la fórmula (5.1.4-3). Si se 

sustituye el vector T(P, n) por el producto ^{P) • n, y si se tiene en cuenta 
que la simetria dei tensor de los esfuerzos permite escribir 


{ ^{P) .n}-V{P) = { ^{P ). V{P) } . n 
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se deduce que siempre se puede transformar la integral de superfície que 
fígura en el segundo miembro de la ecuación (5.1.4-3): 

JJ r(M, n) . V(P) da = JJJ div V } áv 


De esta transformación se deduce una nueva expresión de la potência 
de los esfuerzos interiores: 




=-///- 

3) 


grad Váv 


(5,1.4-4) 


La notación grad V designa el tensor formado a partir de las derivadas 
de las componentes u, v, w de la velocidad V{M), de la manera siguiente: 


grad V — 


du 

3u 


ãF 


ez 

3t> 

3t; 

3í? 

Sjc 


3z 


Sm» 

0K? 

3x 


Ò2 


<r- 


La notación ^: grad V designa el escalar 

IW J_ A/ u- W -L T J- -L T _L 


Ta 


/0M ai;\ 


En el caso particular en que el campo de las velocidades V{M) es un 
campo de velocidades de sólido, se tiene 

V(M) = Vo + ta X OM 
grad V = 


0 

— r 

q 

r 

0 

~p 


P 

0 


designando por p, q, r las componentes dei vector (o. De ello resulta que 
^^ ^-^ 

el escalar : grad V es idénticamente nulo. De esto se deduce el teorema 
siguiente: 

«La potência de los esfuerzos interiores-en un cuerpo continuo cualquie- 
ra es nula, para todo campo de velocidades que solidifique este cuerpo.» 
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De este teorema resulta que la potência de los esfuerzos interiores es 
independiente de la referencia en que se estudie el movimiento; esta po¬ 
tência no depende más que de la deformación dei cuerpo. 

5.1,5. Trabajo de las acciones de contacto. — En el contacto / de dos 
sólidos (S) y (5i), la acción de contacto de (Si) sobre (S) puede represen- 
tarse por un vector R aplicado en / y por un par (G). La acción de (S) 
sobre (Si) se representa por un vector directamente opuesto a K y por un 
par opuesto a (G). La reacción R puede ser descompuesta en un vector T 
situado en el plano tangente común y un vector iV cuyo soporte es la nor¬ 
mal común. 

Cuando (S) está en movimiento mientras que (Si) está fijo, el trabajo 
de las acciones de (5i) sobre (5) se expresa por las relaciones (5.1.5-1). El 
trabajo de las acciones de (S) sobre (Si) es nulo; a las reacciones que cons- 
tituyen dos sistemas de fuerzas opuestos corresponden trabajos que no son 
opuestos. En las relaciones (5.1.5-1), V designa la velocidad de deslizamien- 
to de (S) sobre (5i) y o) la rotación de (S). 


dTS = (G • Jí + u> • G) dí 
d^B = (G • r + w • G) dr 


j (5.1.5-1) 


Según las leyes de las acciones de contacto, el producto escalar <o • G es 
negativo o nulo. En general el par (G) es despreciable, de modo que se 
tiene: 


d^B = — UJIN.U) dt. 


designando (N, U) la función de rozamiento igual a la reacción tangencial. 
El trabajo es negativo o nulo; es nulo en los dos únicos casos siguientes: 
contacto sin rozamiento (/=0), rodadura sin deslizamiento (G=0). 

Cuando los dos sólidos en contacto (S) y (Si) están en movimiento, como 
el sistema de las reacciones mutuas es equivalente a cero, la suma de los 
trabajos es independiente dei sistema de referencia y puede ser calculado en 
el movimiento con respecto al sólido (Si). Las fórmulas (5.1.5-1) son toda¬ 
via válidas, pero G y íú designan la velocidad de deslizamiento y la rotación 
instantânea en el movimiento de (S) con respecto a (Si). El valor negativo 
o excepcionalmente nulo dei trabajo de las reacciones es debido a dos roza- 
mientos en el contacto de los dos sólidos. 

§ 5.2. Teorema de las potências virtuales 

5,2,1. Teorema de las potências virtuales. — Los desarrollos de la me¬ 
cânica estudiados en los capítulos precedentes se obtienen por aplicación 
de la ley fundamental. Partiendo de esta ley, vamos a establecer un teorema 
muy importante, el de las potências virtuales, que, en una exposición dife- 
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rente, podría ser considerado como un principio dei cual se deduciría en 
particular la ley fundamental. 

a) Caso de un sistema de puntos materiales. — Consideramos para co- 
menzar el caso de un sistema constituido por un número finito de puntos 
materiales. Sobre un punto Ai de masa m; y aceleración Yí, actúan fuerzas 
Xi exteriores al sistema de puntos y fuerzas interiores Xij (/ ^ i) que repre- 
sentan las acciones de los puntos Aj sobre el punto Au La ley fundamental 
de la mecânica, aplicada al punto Ai, se escribe en la forma siguiente: 

- WiYi + Xi + ^Xij=0 (5.2.1-1) 

Imaginemos en el instante t un campo de velocidades V* y supongamos 
que cada pimto dei sistema esté animado de la velocidad definida por este 
campo. Supuestas finitas estas velocidades, pero arbitrarias, se las denomina 
velocidades virtuales. Las velocidades virtuales son en general diferentes de 
las velocidades reales. Como la potência de una fuerza igual a cero es nula, 
se puede enunciar el resultado siguiente: 

Estando en movimiento (o en equilíbrio) un sistema de puntos 
materiales, la suma de las potências virtuales de todas las fuerzas in¬ 
teriores y exteriores tal como existen en el instante t y de las fuerzas 
de inércia de cada punto en el instante t es nula para todo campo de 
velocidades virtuales. 

b) Caso de un sistema de sólidos. — La extensión dei teorema de las 
potências virtuales al caso de un sistema material constituido por un nú¬ 
mero finito de sólidos, requiere el cálculo de la potência virtual de los es- 
fuerzos interiores, que, en el caso más general, son acciones mecânicas re¬ 
presentadas por un campo de tensores. Sin embargo, para calcular la potên¬ 
cia (real o virtual) de las acciones mecânicas representadas por un campo 
de tensores, es necesario determinar previamente este campo de tensores; 
tal determinación, como ya hemos dicho, excede el plan de un curso de 
mecânica general y pertenece a la mecânica de los médios contínuos. Sin 
embargo, en el caso de un sistema de sólidos, es posible hacer una exten¬ 
sión dei teorema de las potências virtuales en la cual esta determinación de 
los tensores puéde ser omitida. Esta posibilidad es consecuencia dei teore¬ 
ma demostrado en la sección 5.1.4 y según el cual, en particular: 

«La potência virtual de los esfuerzos interiores de un sólido o de una 
parte de un sólido es nula, siempre que el campo de las velocidades vir¬ 
tuales esté constituido por el campo de las velocidades de un movimiento 
de este sólido o de esta parte dei sólido.» 

Recordado este teorema, consideremos-un sistema material constituido 
por un número finito de sólidos, en movimiento o en equilibrio, y conside- 
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remos su posición en el instante t. Elegimos un fraccionamiento dei siste¬ 
ma tal que cada elemento (50 sea un sólido o una parte de un sólido. El 
elemento (50 está sometido a tres grupos de acciones mecânicas: 

l.° Las fuerzas exteriores. Designaremos por rí(i) su resultante gene¬ 
ral y por gi(i) su momento resultante en un punto Ai. 


2.° Las acciones ejercidas por los elementos dei sistema distintos de 
(50. Estas acciones son interiores para el sistema inicial, pero exteriores 
para el elemento (50; pueden ser representadas por un torsor cuya resul¬ 
tante general designaremos por rí(2) cuyo momento resultante en el punto 
Ai designaremos por 


3° Los esfuerzos interiores en el elemento (5/). Estos esfuerzos no 
pueden ser representados más que por un campo de tensores. 


Las fuerzas de inércia dei elemento (50 forman un torsor, cuya resul¬ 
tante general designaremos por y cuyo momento resultante en el punto Ai 
designaremos por gi. 

La ley fundamental de la mecânica aplicada al elemento (St) se traduce 
en las ecuaciones (5.2.1-1): 


i-í + = 0 

gi + + gi^^^ = 0 


(5.2.1-1) 


Imaginemos ahora un campo de velocidades virtuales V* y supongamos 
que cada punto dei sistema esté animado de la velocidad definida por este 
campo. Estas velocidades finitas, pero arbitrarias, pueden no cumplir ni las 
ligaduras, ni la invariabilidad de los sólidos, ni la impenetrabilidad de la 
matéria. Restrinjamos la arbitrariedad de las velocidades V* conviniendo 
(convênio de Béghin) que las velocidades virtuales de los puntos de cada 
elemento (S,) coinciden con el campo de las velocidades de un sólido. Se 
dice que los campos de velocidades virtuales que satisfacen al convênio de 
Béghin solidifican los elementos (Si); estos campos de velocidades se deno- 
minan campos de velocidades que solidifican el fraccionamiento en cuestión. 
Para tales campos virtuales la potência virtual de los esfuerzos interiores a 
cada elemento (Si) es nula en virtud dei teorema de la sección 5.1.4. 

La potência virtual dei torsor definido por los elementos de reducción 


( Ri = ri + + rjd) 

\Gi=gi-\- gi^^^ + gi^^^ 

es también nula, puesto que para los campos de velocidades solidificantes, 
esta potência viene dada por la fórmula (5.1.2-4) y en el caso actual Ri y 
Gi son nulos según las ecuaciones (5.2.1-1). Se puede enunciar el resultado 
siguiente, llamado teorema de las potências virtuales: 
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Dado un sistema material constituído por un número finito de pum 
tos y de sólidos en movimiento (o en equilíbrio), la suma de las po¬ 
tências virtuales de todas las fuerzas exteriores y de todos los esfuerzos 
interiores tal como existen en el instante t y de las fuerzas de inércia 
de sus elementos en el instante t, es nula para todo campo de veloci¬ 
dades virtuales que satisface al convénio de Béghin, es decir, para todo 
campo de velocidades virtuales que solidifica un fraccionamiento ar¬ 
bitrário dei sistema. 

Para el teorema de las potências virtuales, el carácter fundamental dei 
convénio de Béghin consiste en que conduce a un enunciado que puede ser 
utilizado aunque se desconozcan los campos de tensores que representan 
las acciones mecânicas interiores. La potência virtual de las acciones mecâ¬ 
nicas correspondientes es siempre nula para los campos de velocidades vir¬ 
tuales que satisfacen el convénio de Béghin. Por esta razón, en el enunciado 
dei teorema se podrán reemplazar excepcionahnente las palabras «esfuerzos 
interiores» por las palabras «fuerzas interiores»; en efecto, únicamente las 
acciones mecânicas interiores que pueden representarse por torsores, y pue- 
den por consiguiente llamarse fuerzas interiores, tienen una potência virtual 
no nula. 

c) Caso de un sistema material cualquiera. — La extensión dei teore¬ 
ma de las potências virtuales al caso de un sistema material continuo cual¬ 
quiera y de un campo de velocidades F*(M) arbitrarias exige la definición 
de la potência de los esfuerzos interiores. Estando definida esta potência 
por la fórmula (5.1.4-3) la extensión en cuestión no presenta dificultades. 

Dado un elemento (Si), de frontera (20, dei sistema material, conside¬ 
remos, como hemos hecho antes, los grupos de las acciones mecânicas a 
que está sometido este elemento. 

1. ° Las fuerzas exteriores pueden representarse por una densidad vo¬ 
lumétrica JiM), 

2. ° Las acciones ejercidas por los elementos dei sistema diferentes dei 
(SO son acciones de contacto representadas por la densidad superficial 
T{M, n) sobre (20; forman un torsor equivalente formado por la densidad 
volumétrica de las fuerzas /(M) definida por las fórmulas (5.1.4-2) y toma¬ 
da en el interior de (Si), 

3. " Los esfuerzos interiores al elemento (Si) están representados por 

<—^ 

un campo de tensores ^(M) y su potência es igual, por definición, a la de¬ 
finida por la fórmula (5.1.4-3). 

4. ° Las fuerzas de inércia de los elementos de (Si) están definidas por 
una densidad volumétrica —y(M)p(M), 


122 


TRABAJO Y POTÊNCIA 


[§ 5 . 2 ] 


Cualesquiera que sean las velocidades virtuales las potências 

virtuales de estos grupos de acciones mecânicas y de estas fuerzas de inér¬ 
cia tienen por expresiones respectivas 


JJJ 3^(M) • F*(M) dv 

(S,) 

V*{M)da 

JJI fiM) . V*iM) dv — JJ T(M, n) • F*(M) da 


(St) 


i^i) 


jj|—Y(A/) p(M). V*iM)dv 
■(S() 


La suma de estas potências virtuales se expresa por la integral triple 



y + /— py}' V* dl) 


(5.2.1-2) 


La ley fundamental de la mecânica aplicada al elemento (S,) da en par¬ 
ticular (teorema de la resultante cinética) 

JJJ ^ ^ PY } = 0 

(S() 

y como esta última relación es válida cualquiera que sea el volumen de {Si), 
se tiene en cada punto A 

5" +f—py = 0 

lo que prueba que la integral (5.2.1-2) es siempre nula y permite establecer 
el teorema de las potências virtuales en su forma más general. 

Dado un sistema material en movimiento (o en equilibrio), la 
suma de las potências virtuales de todas las fuerzas exteriores y de 
todos los esfuerzos interiores tal como existen en el instante t, y de las 
fuerzas de inércia de sus elementos en el instante t, es mda para todo 
campo de velocidades virtuales. 

Como en este tercer caso la aplicación dei teorema necesita que sea co- 

^^ 

nocido el campo de tensores V{M), para las aplicaciones que entran en el 
cuadro de un curso de mecânica general hay que limitarse a los dos prime- 
ros casos que hemos considerado. 
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El teorema de las potências virtuales es una consecuencia de la ley fun¬ 
damental, pero, como ya hemos dicho, se le podría considerar como un 
principio. Admitiendo, también como principio, la oposición de la acción y 
la reacción, se puede demostrar, como teorema, la ley fundamental. Para 
obtener este resultado, basta elegir como campo de velocidades virtuales el 
campo de velocidades de un sólido definido por la velocidad Fq de un pun- 
to particular O y por la rotación íú. Así se obtiene la ecuación (5.2.1-3), en 
Ia cual Ry G representan los elementos de reducción en el punto O (R re¬ 
sultante general, G momento resultante) dei sistema de las fuerzas exterio¬ 
res y de las fuerzas de inércia. Como la velocidad Fq y la rotación íú son 
arbitrarias, se deduce de ello que los vectores R y G son nulos separada¬ 
mente. 

Fo • lí + cü • G = 0 (5.2,l-3) 

Las velocidades virtuales son arbitrarias y es necesario elegirlas de modo 
que se puedan obtener todas las ecuaciones que proporciona la ley funda¬ 
mental. Cuando se desea eliminar las incógnitas auxiliares (en general reac- 
ciones), no es necesario obtener todas las ecuaciones. Limitándose a veloci¬ 
dades que conservan la invariabilidad de los sólidos, la potência interior de 
los esfuerzos es nula. Limitándose a velocidades que conservan los contac¬ 
tos mutuos de los cuerpos dei sistema y los contactos con los cuerpos ex- 
tranos, manteniéndose éstos fijos (aunque no sea así en la realidad), el tra- 
bajo de las reacciones es nulo cuando no hay rozamiento. Si ciertos con¬ 
tactos tienen rozamiento, se pueden obtener ecuaciones que no contienen las 
reacciones, limitándose a velocidades que no implican deslizamiento en es¬ 
tos contactos. El cálculo de la potência de las fuerzas de inércia para velo¬ 
cidades distintas de las velocidades reales es delicado. Esta es la razón de 
que el teorema de las potências virtuales se aplique sobre todo al caso dei 
cquilibrio. 


5.2.2. Aplícación al estúdio de los equilíbrios. — Consideremos un sis¬ 
tema formado por un número finito de sólidos y supongamos que este siste¬ 
ma está en equilibrio. Las fuerzas de inércia son nulas y su potência vir¬ 
tual es igual a cero cualquiera que sea el campo de velocidades virtuales 
adoptado. Para cada sólido, los esfuerzos interiores (de cohesión) tendrán 
una potência virtual igual a cero, si se ha tenido el cuidado de elegir velo¬ 
cidades virtuales que constituyan el campo de velocidades de un movimien- 
to de sólido y en particular si las velocidades virtuales conservan la na- 
turaleza invariable de cada sólido. Finalmente, si las velocidades virtuales 
elegidas dejan fijos los cuerpos extranos al sistema y conservan los con¬ 
tactos de los sólidos dei sistema con los cuerpos extranos y los contactos 
de los sólidos dei sistema entre sí, la potência virtual de las reacciones es 
nula cuando se desprecia el rozamiento, lo que suponemos. Todo campo de 
velocidades virtuales que satisface las diversas condiciones que acabamos 
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de establecer se llama campo de velocidades virtuales que conserva las liga¬ 
duras o campo de velocidades virtuales compatibles con las ligaduras. 

En el caso de los sistemas en que todas las ligaduras son holónomas, la 
posición de cada punto M depende dei tiempo y de un número finito de 
parâmetros independientes, qi, q 2 , qk\ no depende de las derivadas de 
los parâmetros. Se tiene: 


M = M{qi, q2, qjc, t) 


V 


_dM , 0M. , dM 

oqi ^qk dt 


(5.2.2-1) 


(5.2.2-2) 


Se obtienen campos de velocidades virtuales compatibles con las ligaduras 
tal como existen en el instante t considerando las velocidades v*, definidas 
por la fórmula (5.2.2-3), en la cual los coeficientes qi* son arbitrários. 


. 9M . 0M . . , 9M . . 

' =3i7«‘ +- + 85® 


(5.2.2-3) 


Comprobaremos en primer lugar que para tal campo de velocidades la 
naturaleza invariable de los sólidos se conserva. La distancia de dos puntos 
M y N de un mismo sólido se mantiene constante para toda variación de 
los parâmetros qr, como los parâmetros Qí son independientes, cualquiera 
que sea i se tiene la relación siguiente 


MN‘ 


dMN 

dqt 


De estas relaciones y de la definición de las velocidades virtuales «*, se de- 
duce la nueva relación 

MN . { v*{N) — v*(M) } = 0 


que expresa que los campos de velocidades virtuales v* conservan la longi- 
tud MN. Luego se comprueba que los obstáculos extranos al sistema son 
fijos; en efecto, estos obstáculos tienen una posición que no depende más 
que dei tiempo y, para los puntos que pertenecen a estos obstáculos, todas 
las derivadas d/dqi son nulas, de modo que se tiene r* = 0. Finalmente se 
comprueba que las velocidades virtuales v* conservan los contactos entre 
los sólidos dei sistema y los contactos de los sólidos dei sistema con los 
cuerpos extranos; si dos sólidos dei sistema están en contacto y se designan 
por M y Al los elementos de matéria situados en el punto de contacto y per- 
tenecientes a cada uno de los dos sólidos respectivamente, cualquiera que 
sea I se tiene: 


n • 


SMN 

dqi 
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donde n designa la normal común a la superfície de los dos sólidos; en 
efecto, los contactos se conservan para variaciones arbitrarias de los parâ¬ 
metros qu De ello se deduce: 


lo que expresa que las velocidades r* conservan también estos contactos. 

Cuando se adoptan para el campo de las velocidades virtuales, las velo¬ 
cidades r* definidas por la fórmula (5.2.2-2), la aplicación dei teorema de 
las potências virtuales en casos de equilíbrio, no hace intervenir más que 
la potência de las fuerzas exteriores. Esta potência se expresa en la forma 
(5.2.2-4), extendiéndose la suma a todos los puntos M dei sistema en los 
cuales se ejerce una fuerza exterior F, El teorema de las potências virtuales 
se traduce, pues, en la ecuación (5.2.2-5), y como los coeficientes g** son 
arbitrários, de él se deducen en la forma (5.2.2-6) las condiciones necesarias 
de equilíbrio. 


con 


2 

/dM , dM ^ 

F • ^ 91* + ^ 92* + ... + ^ 9/ 

\dqi 092 09* / 

(5.2.2-4) 


Ô191* + Ô292* + ... + Qkqic* = 0 



dM 

ô, = S F • — 

dqi 

[ (5.2.2-5) 


ôl = 0 , Ô2 = 0 , ... , ôfc = 0. 

(5.2.2-6) 


Si la fuerza F deriva de una función de fuerzas w, se tienen las relacio¬ 
nes (5.2.7). Si cada fuerza deriva de una función de fuerzas y si U designa 
la suma de las funciones de fuerzas, el coeficiente Qi es igual a la derivada 
parcial de la función U con respecto al parâmetro qi: 


F = grad u 


BM 0u 
Bqi dqi 


a = 2 



3Í7 

dqi 


(5.2.2-7) 


(5.2.2-8) 


Se obtiene un número finito de posiciones; en el capítulo 7 demostra¬ 
remos que estas posiciones son efectivamente de equilibrio; esta demostra- 
ción es un problema de dinâmica; consistirá en probar que, si se abandona 
el sistema sin velocidades en una de estas posiciones, las ecuaciones dei 
movimiento tienen como única solución el reposo. 

En los cálculos precedentes han sido eliminadas las reacciones; para 
calcular una reacción, basta imaginar velocidades virtuales que conserven 
todos los contactos salvo el correspondiente a la reacción .buscada; así esta 
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reacción figurará en la ecuación de las potências virtuales. Sin embargo, en 
general es más sencillo calcular las reacciones por aplicación de los teoremas 
generales. 

5.2.5. Caso particular de Ias potências reales. — Cuando se elige para 
campo de las velocidades virtuales el de las velocidades reales F, el cálculo 
de la potência de las fuerzas de inércia es elemental 

^JJJiF2dm = ír* + ír, 

El teorema de las potências virtuales se escribe, pues, en la forma 
(5.2.3-2), en la cual J>e designa la potência de las fuerzas exteriores y 
J>i la potência de los esfuerzoâ interiores. Se obtiene el resultado siguiente, 
llamado teorema de la energia cinética: 

«La variación de la energia cinética de un sistema material durante un 
cierto intervalo de tiempo es igual al trabajo durantè este intervalo de 
tiempo de las fuerzas exteriores y de los esfuerzos interiores.» 

La aplicación dei teorema de la energia cinética al caso de los sistemas 
constituidos por un número finito de puntos y de sólidos es particularmente 
sencilla. En efecto, la potência real de los esfuerzos interiores a cada sólido 
(esfuerzos de cohesión) es siempre nula en virtud dei teorema de la sección 
5.1.4. El término corresponde, pues, solamente a la potência de las reac¬ 
ciones que se ejercen entre los puntos y los sólidos dei sistema que perma¬ 
neceu en contacto mutuo; esta potência es negativa o nula; es nula cuando 
el rozamiento es despreciable y cuando los deslizamientos son nulos, 

El teorema de la energia cinética es válido para un intervalo de tiempo 
finito arbitrário, pero, en general, no constituye una integral primera de las 
ecuaciones dei movimiento porque el trabajo no puede ser calculado sin que 
se conozca el movimiento. En los casos en que es nulo y las fuerzas ex¬ 
teriores admiten una función de fuerzas U, el teorema proporciona una inte¬ 
gral primera 

V^dm =2U + constante (5.2.3-3) 

que da a conocer la energia cinética para cada posición dei sistema. En 
el curso dei movimiento, la suma de la energia cinética y dei potencial 
^=—U se mantiene constante. 

Si el sistema es de ligaduras completas (sistemas dependientes de un 
solo parâmetro), el teorema de la energia cinética proporciona la ecuación 
que determina el movimiento. 



(5.2.3-1) 

(5.2.3-2) 
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El teorema de la energia cinética se aplica a ejes que no son absolutos, 
a condición de introducir las fuerzas de inércia de arrastre — mVa y las fuer- 
zas de inércia complementarias — mVc; estas últimas no trabajan por ser 
perpendiculares a las velocidades. Por tanto, la diferencial de la energia 
cinética de un sistema material, calculada con respecto a ejes móviles arbi¬ 
trários, es igual al trabajo elemental (evaluado con respecto a los mismos 
ejes) de las fuerzas exteriores, de los esfuerzos interiores y de las fuerzas 
de inércia de arrastre dei sistema material. 

En el movimiento de un sistema referido a ejes de direcciones íijas cuyo 
origen es el centro de inércia dei sistema, el trabajo de las fuerzas de inér¬ 
cia de arrastre es nulo, En efecto, este trabajo tiene por expresión 

— Y« • Vr dm = — • j j j Vr dm. 

La Última integral es igual al producto de la masa total por la velocidad 
relativa dei centro de inércia; por lo tanto es nula, puesto que el centro de 
inércia es un punto fijo con respecto a los ejes relativos. Luego, en este 
caso, el teorema de la energia cinética se* aplica como si los ejes de direc¬ 
ciones íijas cuyo origen es el centro de inércia fuesen absolutos. 

5.2.4. Equilíbrio de un rombo y de un disco. — Un rombo articulado 
OAA'B está suspendido en un punto fijo O; sobre las dos barras AB y A'B 
descansa sin rozamiento un disco circular de radio r y peso q. Las cuatro 

barras dei rombo son homogéneas; tienen la mis- 
ma longitud f y el mismo peso p. 

En la posición de equilibrio, la diagonal OB 
es vertical, porque las potências virtuales de los 
pesos deben ser nulas para un campo de veloci¬ 
dades virtuales que corresponde a una rotación 
de conjunto alrededor de O; queda, por tanto, un 
parâmetro a^iOB, OA). Estando orientado ha- 
cia abajo el eje Ox, la abscisa dei centro de inér¬ 
cia dei rombo es / cos «r, y la dei centro dei círculo 

21 cosa — r/se na. 

Para un campo de velocidades que conserva 
estas ligaduras, la potência virtual de las fuerzas 
exteriores es proporcional a la expresión (5.2.4-1); 
se obtiene el valor dei ângulo a escribiendo que esta potência es nula: ecua- 
ción (5.2.4-2). Las dos reacciones dei rombo sobre el disco tienen el mis¬ 
mo módulo N, que se calcula escribiendo que sus componentes verticales 
2N sen « equilibran al peso q dei disco: ecuación (5.2.4-3). Así se hallan 
los resultados obtenidos en la sección 4.1.4. 


O 
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d d 

4p — (/ cosa) + 9 cosa — 


da ' da se 

(4p + 2q) /sen® a — qr cosa = 0 



sena 


r 


(5.2.4-1) 


2N sena = q 


(5.2.4-2) 

(5.2.4-3) 


5.2.5. Equilíbrio de un pentágono. —Un pentágono articulado OABB'A', 
formado por cinco barras homogéneas idênticas de longitud I y peso p, está 
suspendido en el punto O. Un hilo de masa despreciable une el punto O con 
el punto medio C de BB^', se pide calcular la tensión T dei hilo. 


T_ 

P 


n 



A 


- 'B 


C 


30° 60° 

Fig. 5.2.5, b. 


90° 


Fig. 5.2.5, a. 


Consideremos un campo de velocidades virtuales paralelas a la vertical 


OC y que conserve todas las uniones a excepción de la inextensibilidad dei 
hilo, y supongamos además que la simetria dei pentágono con respecto a 
la vertical dei punto O se conserva. Los ângulos a={OC, O A) y p = {OC, 
AB) están relacionados por (5.2.5-1), que expresa que la distancia dei pun; 
to B a la vertical OC se mantiene constante. Los pesos aplicados a los puntos 
médios de los lados pueden ser descompuestos en pesos (p/2) aplicados en 
los vértices. La potência virtual de los pesos y de la tensión dei hilo es 
proporcional a la expresión (5.2.5-2); siendo nula esta potência, la tensión 
viene dada por la fórmula (5.2.5-3). Las variaciones de la tensión en fun- 
ción dei ângulo a están representadas en la figura 5.2.5-6; la tensión es mí¬ 
nima cuando se tiene 


4 sen a = 1 + \/5, 


o sea a = 37r/10; entonces el pentágono es regular y la tensión es 
(5+VT) (p/2). 


sena + senjS = ^ 


(5.2.5-1) 
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II 

i sena cos 

1 1 + f 

\ sen(a — 

i8 

P) , 

1 

(5.2.5-3) 

áT 

3 4 sen-ff — 2 sena - 

- 1 

p 

(5.2.5-4) 

da 

4 

sen- (a — j3) 


cos j3 


5.2.6, Movimiento dei columpio. — Un nino de masa m y peso mg, que 
desea columpiarse, debe efectuar maniobras para aumentar la amplitud de 
las oscilaciones. El nino constituye un cuerpo continuo deformable; para 
tales cuerpos no sabemos calcular los esfuerzos interiores, pero para un es¬ 
túdio cualitativo dei movimiento dei columpio basta aplicar el teorema de 
la energia cinética en dos referencias diferentes, teniendo en cuenta el hecho 
de que el trabajo de los esfuerzos interiores es independiente de todo sis¬ 
tema de referencia. 

Apliquemos una primera vez el teorema de la energia cinética al movi¬ 
miento con respecto al espacio fijo. Se supone que el nino ocupa la misma 
posición en cada una de sus pasadas por la vertical, de modo que el trabajo 
de las fuerzas exteriores (el peso) es nulo entre dos pasadas consecutivas 
por la vertical; de ello resulta que la energia cinética aumenta si el trabajo 
de los esfuerzos interiores (trabajo de los músculos dei nino) es po¬ 
sitivo. 



Fig. 5*2.6, ú. 


Suponemos que el nino, sentado cuando el columpio llega a la vertical, 
se pone de pie en el momento de su paso por la vertical (figs. 1 y 2), y se 
agacha cuando la amplitud es máxima (figs. 3 y 4). Designemos por h el 
desplazamiento, con respecto al columpio, dei centro de inércia dei nino, y 
por el valor máximo de la amplitud en la oscilación considerada. Para 
calcular, entre dos pasos consecutivos por Ia vertical, el trabajo de los 
esfuerzos interiores que corresponden a estos movimientos, apliquemos el 
teorema de la energia cinética al movimiento dei nino con respecto al co¬ 
lumpio. El trabajo dei peso 

21731= — mgh + mgh cos Oi 


9 - Mecânica General 
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es negativo. El trabajo las fuerzas de inércia de arrastre es negativo 

en el paso de la posición 1 a la posición 2; en el paso de la posición 2 a 
la posición 3 y en el paso de la posición 4 a la posición 1, este trabajo es 
nulo puesto que el nino se mantiene fijo con respecto al columpio; en el 
paso de la posición 3 a la posición 4, es nulo porque la aceleración normal 
de arrastre es nula. El trabajo de los esfuerzos interiores es siempre A^i 
puesto que es independiente de la referencia. Finalmente, la variación de 
la energia cinética es nula porque el nino está en reposo con respecto al 
columpio tanto en la posición inicial como en la posición final. El teorema 
de la energia cinética se traduce entonces en la ecuación 

A^^i 4" A'G2 "F A^i = 0, 

la cual demuestra que A es positivo. 

Es posible poner el problema en ecuaciones asimilando el columpio y 
el nino a un pêndulo simple de longitud variable, siendo la longitud I una 
función de la amplitud 6. El teorema dei momento cinético aplicado al pun- 
to fijo O se escribe en la forma (5.2,6-l): de ello se deduce que la integral 

â 

J sení? dí? 

tomada entre dos valores extremos de la amplitud es nula. Este resultado 
proporciona la relación entre dos extremos consecutivos — y Oi, de la 
cual se deduce la expresión de la amplitud Oii 


m “ (l^ —^ = — nigi scn^ (5.2.6-1) 

át \ áíj 



En un esquema simplificado, se puede admitir que se tiene l=L para 
0è>0 y l = L + h para 00<0, donde L y h designan dos longitudes cons¬ 
tantes. Asi se deducen las relaciones (5.2.6-3); el movimiento se convierte 
en giratorio cuando el valor bailado para sen^ Oi/2 excede de la unidad. 
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§ 5.3. Sistemas de unidades 

5.3.1. Deíiniciones de Ias unidades. — Las magnitudes introducidas en 
física no son todas independientes; algunas están ligadas por relaciones. 
Para obtener fórmulas sencillas conviene elegir de manera coherente las uni¬ 
dades relativas a estas magnitudes. Por ejemplo, la fórmula mY=^ supone 
que la fuerza ejercida por unidad es la que, actuando sobre la masa unidad, 
le hace tomar un movimiento cuya aceleración es la unidad de aceleración. 
Las magnitudes cuyas unidades se pueden elegir arbitrariamente se denomi- 
nan magnitudes fundamentales, y las otras, magnitudes derivadas. En mecâ¬ 
nica de sólidos son necesarias y suficientes tres magnitudes fundamentales; 
se adoptan, en general, la longitud, el tiempo y la masa. 

La unidad principal de longitud es el metro. La longitud dei metro fue 
definida por la Decimoprimera Conferencia General de Pesos y Medidas, 
reunida en Paris en 1960: «el metro es la longitud igual a 1 650 763,73 
longitudes de onda en el vacío de la radiación correspondiente a la transi- 
ción entre los niveles 2Piq y 5d^ dei átomo de kriptón 86». Desde el 14 
de octubre de 1960, esta definición reemplaza a la defmición precedente, 
que estaba referida a la longitud dei patrón internacional conservado en el 
pabellón de Breteuil en Sèvres. La distancia dei polo al ecuador es de 
10 002 288 metros. 

La unidad de tiempo es el segundo; en virtud de la defmición adoptada 
por el Comité Internacional de Pesos y Medidas de 1956, el segundo es la 
fracción 1/31 556 925,974 7 dei ano trópico 1900. El ano trópico contiene 
365,242 198 79 dias. La Decimosegunda Conferencia General de Pesos y 
Medidas, reunida en Paris en 1964, ha considerado que aún no ha llegado 
el momento de adoptar una nueva definición dei segundo, pero ha habili¬ 
tado al Comité Internacional de Pesos y Medidas para designar los patrones 
de frecuencia atómicos o moleculares que se deben emplear temporalmente. 
Esto se hizo en seguida, precisando que este patrón era «el paso entre los 
niveles hiperfinos F=4, M = 0, y F=3, M=0, dei estado fundamental 
25 //2 dei átomo de cesio 133 no perturbado por campos exteriores, y asig- 
nando el valor 9 192 631 770 hertz a la frecuencia de ese paso». 

Así ha nacido el segundo atómico; tiene la misma duración que el se¬ 
gundo astronómico, pero es ya cien veces más preciso. Si se pudieran fa¬ 
bricar patrones que' funcionasen durante numerosos siglos, no se separarían 
ni un segundo en tres mil anos. Pero los estúdios en curso sobre los patro¬ 
nes de talio y de hidrógeno permiten entrever precisiones de diez a cien 
veces mejores. 

La unidad principal de masa es el kilogramo o masa dei patrón interna¬ 
cional de platino iridiado, sancionado por la Conferencia General de Pesos 
y Medidas que tuvo lugar en Paris en 1889, y que está depositado en el 
pabellón de Breteuil en Sèvres. El decímetro cúbico de agua tomado a su 
densidad máxima tiene una masa de 999,972 gramos. 
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En Francia y Espana se utilizan tres sistemas de unidades, CGS, MKS 
y MTS, que están directamente referidos a los patrones precedentes. Tam- 
bién se utiliza el llamado sistema industrial, en el cual las magnitudes fun- 
damentales son la longitud, el tiempo y la fuerza, siendo las unidades el 
metro, el segundo y el kilogramo peso (peso, en Paris, dei kilogramo masa): 

CGS, centímetro, gramo, segundo; 

MKS, metro, kilogramo, segundo; 

MTS, metro, tonelada, segundo. 


5.3.2. Dimensiones de una magnitud. — En un cambio de unidades, la 
nueva medida de una magnitud se obtiene multiplicando la medida antigua 
por una razón constante: 


, . 1.1 1 .4 unidad antigua 

nueva medida de A = antigua medida de A-r^—^- 

^ unidad nueva 


(5.3.2-1) 




(5.3.2-2) 


Para obtener las nuevas medidas de una longitud, de un tiempo, de una 
masa, de una fuerza, ..., se multiplican las antiguas medidas l, ... por 

las razones de las antiguas unidades a las nuevas, a las que llamamos 0, 
ii, <P Estando determinadas las unidades a partir de tres de ellas, el coefi¬ 
ciente relativo a la medida de una magnitud A es de la forma se 

escribe simbolicamente la relación (5.3.2-2) que expresa que un cambio de 
unidades afecta a la medida de A como el segundo miembro en el cual L de¬ 
signa una longitud, T un tiempo, M una masa. La fórmula (5.3.2.-2) se llama 
ecuación dimensional de la magnitud A. Una igualdad no tiene sentido si no 
está escrita entre cantidades que tienen las mismas dimensiones; esta regia 
es indispensable para que la igualdad conserve un sentido inviariable y sea 
válida en todos los sistemas de unidades. 

Los ângulos son magnitudes adimensionales; las dimensiones de las prin- 


cipales magnitudes 

son las siguientes: 



Superfície . 

. L2 

Par . 

. L2 T~m 

Volumen .. 

. L3 

Trabajo . 

. L2 T m 

Velocidad angular ... 

. T-i 

Potência . 

. L2 T-SM 

Velocidad . 

. LT-i 

Presión . 

. L-^T-m 

Aceleración . 

. LT-2 

Masa específica . 

L-m 

Fuerza .. 

. : . LT-m 

Coeficiente de viscosidad .. 



El carácter homogéneo de las fórmulas permite descubrir la forma de 
ciertas leyes; veamos un ejemplo. El período de oscilación T de un pêndulo 
simple de masa m y longitud /, es a priori función de m, Z, de la amplitud a 
y de la aceleración de la gravedad g; se tiene pues una relación de la forma 
(5.3.2-3). Un cambio de la unidad de masa afecta sólo a la cantidad m; como 
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la fórmula es independiente de las unidades, la función F es independiente 
de m. Luego la fórmula (5.3.2-3) se puede reemplazar por la (5.3.2-4) en la 
que se ha puesto 

Un cambio de la unidad de tiempo afecta sólo a la cantidad T; como la fór¬ 
mula es independiente de las unidades, la función Fi es independiente de T, 
luego se puede reemplazar la fórmula (5.3.2-4) por la (5.3.2-5) en la que se 
ha puesto g^—g\ll. Un cambio de la unidad de longitud afecta sólo a la 
cantidad l; como la fórmula es independiente de las unidades, la relación 
(5.3.2-5) se reduce a una relación entre « y g 2 ; esta relación se puede escribir 
en la forma (5.3.2-6). 


F(a, g, l, T, m) = 0 

(5.3.2-3) 

Fiicc, gu l, T) = 0 

(5.3.2-4) 

F2{ot, g2, /) = 0 

(5.3.2-5) 

r = (Y' 

(5.3.2-6) 


Los câmbios de unidades no son las únicas transformaciones a que se 
puede someter el modo de representación de los hechos físicos; se puede 
proceder a câmbios de sistemas de referencia. Por tanto, se debe enunciar, 
lo mismo que para las ecuaciones dimensionales, la regia siguiente: uha 
igualdad no tiene significación más que si los dos miembros son de la mis- 
ma naturaleza tensorial. 

5.5.5. Comparación de los diferentes sistemas de unidades. — En los 
tres sistemas CGS, MKS y MTS se adoptan la longitud, el tiempo y la masa 
como magnitudes fundamentales; las unidades de fuerza, trabajo, potência y 
presión están indicadas en la tabla siguiente: 



CGS 

MKS 

MTS 

Fuerza . 

1 dina 

1 newton = 10^ dinas 

1 esteno = 10^ dinas 

Trabajo . 

1 ergio 

1 julio =10'^ ergios 

1 kilojulio = ergios 

Potência . 

1 ergio/s 

1 watio = 10^ ergios/s 

1 kilowatio = 10^0 ergios/s 

Presión . 

1 baria 

1 pascal = 10 barias 

1 pieza = 10^ barias 


En la industria se utiliza frecuentemente un^ sistema en el cual las magni¬ 
tudes fundamentales son la longitud, el tiempo y la fuerza., Como unidad 
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de fuerza se adopta el peso dei kilogramo masa en Paris; esta unidad se llama 
kilogramo peso. Se tienen las relaciones siguientes: 

1 g peso = 1 g masa-981 (cm/s)/s 1 

1 dina — 1 g masa- 1 (cm/s)/s > (5.3.3-1) 

1 gramo peso = 981 dinas ) 


Como unidad de longitud se adopta el metro y como unidad de tiempo 
el segundo, Se tienen las relaciones (5.3.3-2) que indican que la unidad de 
masa es 9,81 kilogramos masa. Las unidades principales están indicadas en 
la tabla siguiente: 

1 kg peso =1 kg masa • 9,81 m/s/s (5 3 3 2) 

1 kg peso = 9,81 kg masa - 1 m/s/s 



Sistema industrial 

Fuerza . 

1 kg peso = 9,81 • 10^ dinas 

Trabajo . 

1 kgm = 9,81 • 10^ ergios = 9,81 julios 

Potência . 

1 kgm/s = 9,81 • 10'* ergios/s = 9,81 watios 

Presión .. 

1 kg/m2 = 9,81 • IQi^ barias 


5.3,4. La semejanza en mecânica. — A la teoria de la homogeneidad y 
de las ecuaciones dimensionales, está ligada la de la semejanza. Dada una 
figura geométrica A, sabemos construir una figura semejante a; la relación 
de semejanza A es la razón de dos longitudes homólogas cualesquiera. Esta 
noción de semejanza puede extenderse primero a la cinemática y luego a la 
mecânica. 

Un sistema material que se mueve con respecto a un triedro trirrectán- 
gulo OXYZ, forma, en cada instante 7, con el triedro una figura geomé¬ 
trica A, Un segundo sistema material en movimiento con respecto a un 
triedro trirrectángulo Oxyz forma, en cada instante í, con el triedro una 
figura geométrica a. Supongamos que existe entre los instantes t y T una 
relación t=f(T) tal que las figuras a y A que correspondeu a estos instantes 
sean geométricamente semejantes, siendo constante la razón de semejanza A. 
Se dice que los movimientos son cinemáticamente semejantes, si la relación 
entre los instantes es lineal: 

t—to = T{T —To) 


Las constantes to y Tq representan dos instantes particulares. Existen dos 
razones de semejanza constantes; una A para las longitudes, y otra t para 
los tiempos. 














[§ 5.3] 


SISTEMAS DE UNIDADES 


135 


Para dos puntos homólogos las trayectorias son semejantes de razón A, 
la razón de las velocidades en los instantes homólogos es Ar“i y las acelera- 
ciones conservan la razón constante 

Dos sistemas cinemáticamente semejantes serán mecánicamente semejan¬ 
tes si las masas m y M de dos porciones homólogas están en una razón 
constante fj.. 

m=ixM, 

La aplicación de la relación fundampital f=my indica que las fuerzas que 
actúan sobre dos partículas homólogas, en instantes homólogos, guardan la 
razón constante 



Esta relación dada por Newton, expresa que tres de las cuatro razones de 
semejanza A, t, /a, f pueden elegirse arbitrariamente, pero que la cuarta 
queda entonces determinada. La relación (5.3.4-1) constituye la base dei 
estúdio de los fenómenos mecânicos sobre modelos reducidos. De aqui dos 
ejemplos. 

Ejemplo 1. — Imaginemos el modelo reducido de una locomotora y de¬ 
signemos por A la razón de semejanza geométrica entre el modelo y la má¬ 
quina. Si los materiales son idênticos en el modelo y en la máquina, la razón 
de las masas es igual a la de los volúmenes (/x=A3); lo mismo ocurre con 
la razón de las fuerzas debidas a la gravedad (<p=X^), Para que haya seme¬ 
janza mecânica entre el modelo reducido y la máquina, será necesario que 
la razón de los tiempos sea 

V X}x/(p V A ; 

de la que se deduce que las velocidades dei modelo reducido y de la máqui¬ 
na deben ser entre sí como las raíces cuadradas de las dimensiones lineales. 

Las fuerzas de gravedad no son las únicas aplicadas. Las fuerzas debidas 
al vapor deben estar también en la misma relación A^; como son proporcio- 
nales a las superfícies y a las presiones, la semejanza mecânica exige que 
la presión dei vapor en el modelo reducido y la presión dei vapor en la 
máquina guarden la razón de semejanza geométrica. La resistência dei aire, 
proporcional a las áreas y a los cuadrados de las velocidades, satisface la 
condición (p = X^, 

Ejemplo 2. — Imaginemos un modelo reducido dei sistema estelar, en el 
cual la constante / de la atracción universal conservase el mismo valor. 
La atracción de dos partículas 


fmmf 
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se hará (p veces menor, con = La semejanza mecânica, ecuación 

(5.3.4-1), implica entonces Si las masas específicas permanecie- 

sen las mismas, se tendría = lo que demuestra que el tiempo no cam¬ 
biaria. 


EJERCICIOS 


1. Dos varillas homogéneas, pesadas, idênticas, ÁB y AC, articuladas en A, son 
tangentes a un círculo vertical sobre el cual pueden deslizar sin rozamiento. De¬ 
terminar las posiciones de equilíbrio. 

2. Una varilia homogénea pesada, de longitud 2a, descansa, por una parte en el borde 
de una semícircunferencia de diâmetro 2R horizontal, y por otra, por un extremo, 
sobre el fondo de la semícircunferencia. Sabiendo que no hay rozamiento, hallar 
las posiciones de equilíbrio. 

(Solución: La inclinación de la barra está dada por la ecuación: 

4R cos^ i~2R cos / —a = 0; 

el problema no es posible más que si se tiene a = y 6 > 2R > 2a). 

3. Tres puntos están ligados de modo que el área dei triângulo dei que son vértices 
sea constante. Hallar las condiciones de equilíbrio de tres fuerzas que actúan 
sobre estos puntos. 

(Solución: Las fuerzas deben tener por soporte las alturas dei triângulo y ser 
proporcionales a las longitudes de los lados opuestos.) 

4. Cuatro puntos están ligados de modo que el volumen dei tetraedro dei cual son 
vértices sea constante, Hallar las condiciones de equilíbrio de cuatro fuerzas que 
actúan sobre estos cuatro puntos. 

(Solución: Las fuerzas deben tener por soportes las alturas dei tetraedro y ser 
proporcionales a las áreas de las caras opuestas.) 

5. Un doble cono pesado, formado por la reunión de dos conos homólogos iguales, 
de semiángulo en el vértice e, pegados por la base, está colocado sobre dos 
semirrectas concurrentes que forman el mismo ângulo a con Ia vertical y el 
ângulo entre sí. El centro de inércia dei doble cono está en el plano vertical 
que pasa por la bisectriz dei ángulo formado por las dos semirrectas. Hallar 
la condición de equilibio dei sistema. 

(Solución: cos a = sen tg e.) 

6. Movimiento de un pêndulo simple de longitud variable; caso particular en que 
la longitud varia proporcionalmente al tiempo. 
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7. Hallar la energia cinética de un cilindro de revolución homogéneo, de masa m 
y radio a, que rueda en el interior de un cilindro de revolución de radio /?. 

{Solución: T = ^m{R — a)^ (p designando (p el ângulo de rotación dei plano 
que contiene a los ejes de los dos cilindros.) 


8 . 



Una varilla homogénea BD de peso p y longitud / está apoyada sobre un muro; 
su extremo inferior B está soportado por un hilo 
AB, Despreciando el rozamiento, calcular las reac- 
ciones y la tensión dei hilo. 


{Soluciónl Rc = sen2 a 

4A 


Rb =P — Rc sen oe 


T = Re COS a.) 


9. Dos varillas, de peso despreciable y longitud /, están unidas arriba por una 
charnela y abajo por un hilo AB. En el punto medio de una de las varillas está 
aplicada una fuerza F. Calcular la reacción y la tensión dei hilo. 


iSolución: Ra = ^F , Rb = ^ F , Rc 


COS a 


, r - i F ig a) 



10. Un hexágono articulado ABCDEF tiene sus lados iguales; sus vértices opuestos 
están unidos por barras de longitud doble, de modo que el hexágono es regular. 
Manteniéndose fijos A y F, se ejerce sobre el vértice D una fuerza F. Demostrar 
que si las barras son rígidas, el hexágono se rompe. 


B 



f 
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II. Un hexágono regular articulado cada lado dei cual es 
gitud / y peso p, está suspendido por su vértice O. 

Dos barras AÁ' y BB' de peso despreciable, articula¬ 
das a los lados y colocadas horizontalmente, impiden 
que el hexágono se deforme. Determinar la compre- 
sión de cada una de estas barras. 


iSoliíción: compresión de ÀA'^ F = 5p'\/3j2 
compresión de BB\ = p \/3l2) 


homogéneo y tiene lon- 
0 



12. Movimiento de una cadena pesada homogénea, muy delgada, encerrada en un 
tubo cuya forma es la de una cicloide, situada en un plano vertical con la base 
horizontal y el vértice hacia abajo. 

13. Movimiento de dos puntos A y A\ sujetos a desplazarse sin rozamiento sobre una 
circunferência y que se rechazan con una fuerza inversamente proporcional 
a^'a. 

14. Admitiendo que la velocidad v de un cuerpo pesado abandonado sin velocidad en 
el vacío depende únicamente de la altura h de caída y de la aceleración g de la 
gravedad, demostrar por medio de las ecuaciones dimensionales, que se tiene 

V = k^/ gh , k = coeficiente numérico. 

15. Movimiento de una barra pesada uno de cuyos extremos se desliza sin rozamiento 
sobre un plano horizontal y el otro se desliza sin rozamiento sobre un eje 
vertical. 

16. Movimiento de dos puntos pesados A, B unidos por una varilla sin masa de 
longitud /. A está obligado a permanecer sobre una esfera de radio l, y B sobre 
el diâmetro vertical de esta esfera. 










CAPÍTULO 6 


ECUACIONES DIFERENCIALES 


El estúdio de un problema de mecânica comprende tres eta¬ 
pas: la traducción dei problema en ecuaciones diferenciales, la 
integración de las ecuaciones, la interpretación en lenguaje con¬ 
creto de los resultados obtenidos. En un curso de mecânica no 
encuadra una teoria detallada de las ecuaciones diferenciales, 
pero nos ha parecido necesario incluir un repaso de algunos 
teoremas. Aparte de los casos en que la solución se expresa por 
cuadraturas, la integración de una ecuación diferencial no se 
puede hacer más que por métodos numéricos, que indicamos su¬ 
mariamente; definimos las funciones elipticas que apareceu fre- 
cuentemente en las cuadraturas. En un segundo párrafo indica¬ 
mos las propiedades de los sistemas lineales, en particular de 
los de coeficientes constantes: el comportamiento de las solu¬ 
ciones en el caso de una raiz múltiple de la ecuación caracterís¬ 
tica es particularmente importante. El último párrafo está dedi¬ 
cado al estúdio de las oscilaciones no lineales; la ecuación de 
las oscilaciones libres sin amortiguamiento juega un papel fun¬ 
damental en mecânica. 


§ 6.1. Métodos de integración 

6.1.1. Integración en la proximídad de un punto regular. — Integrar 
una ecuación diferencial o un sistema de ecuaciones diferenciales es expresar 
la solución general por medio de funciones conocidas, es decir valiéndose de 
funciones para las que se han construido tablas. Cuando no se sabe resolver 
este problema, siempre es posible calcular numéricamente la solución que 
corresponde a datos particulares. Los métodos de integración numérica son 
numerosos, y son los utilizados en las calculadoras electrójciicas. 
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Una ecuación diferencial de primer orden se puede escribir en la forma 
(6.1.1-1). Todo punto en el cual P y Q no son simultáneamente nulos se 
llama punto regular; por un punto regular pasa una integral y una sola. 
Todo punto en el cual las dos funciones P y Q son nulas se llama punto 
singular. Fuera de los puntos singulares, la ecuación diferencial se puede 
escribir en la forma y=f(x, y). Vamos a buscar la solución que pasa por el 
punto regular de coordenadas Xo, yo; para calcular esta solución en el inter¬ 
valo Xo^x^b,él método más sencillo, llamado de puntos y tangentes, con¬ 
siste en dividir el intervalo (xq, fco) en intervalos parciales iguales Xn+i) 
de longitud h y formar las cantidades (6.1.1-2). 


yi 

y2 

yn+l 


^ ^ Hx,y) 

dx Q{x,y) 

yo + ^y'o . 
yi + Ay'i , 

yn + ^y'n , 


= f(x,y) 


con 

y'o 

= /(^o,>'o) 

con 

y\ 


con 

y'n 

= f{Xn,yn) 


( 6 . 1 . 1 - 1 ) 


( 6 . 1 . 1 - 2 ) 


En el método de puntos y tangentes, cuando el intervalo h tiende a cero, 
el error cometido en cada intervalo es equivalente a es un error 

de segundo orden. Es posible mejorar el resultado utilizando una de las fór¬ 
mulas (6.1.1-3). La dificultad de empleo de estas fórmulas de aproximación 
de orden superior radica en el cálculo de los primeros valores de y para los 
cuales habrá lugar a utilizar la fórmula de Taylor con un número suficiente 
de términos. 

yn+z = + 2hy'n+i j 

, ., ^y'n+í — y'n +2 + 2y'n+s i 

yn+4 =yn + 4f, -^- f ( 6.1 1.3) 

, ,, i + 26y'ft-f3 — 14y'n+4 + 1 ^y'n+5 \ 

yn+6 = yn + - - —-----— j 

Los errores respectivos son equivalentes a 
\h^yn<^) 

6.1.2. Integración en la proximidad de un punto singular. — Los méto¬ 
dos de integración numérica precedentes caen en defecto cuando se trata de 
un punto singular de la ecuación (6.1.1-1). Conviene pues hacer un estúdio 
especial de las soluciones en un entorno de los puntos singulares. Para co- 
menzar trataremos el caso de la ecuación diferencial lineal homogénea 
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(6.1.2-1) donde a, b, c, d designan constantes reales. Escribiremos la ecua- 
ción (6.1.2-1) en la forma paramétrica (6.1.2-2) y, en el caso en que esto 
sea posible, la integral general en la forma (6.1.2-3) en la cual A y ju designan 
constantes arbitrarias, y ri y ^2 las raíces de la ecuación característica 
(6.1.2-4). 


áy ax + by 

dx cx + dy 

áx 

cx + dy 


, ad — ic ^ 0 


dy 

ax + by 


át 


( 6 . 1 . 2 - 1 ) 


( 6 . 1 . 2 - 2 ) 


X — X d e'"!^ + (r2 — b) e^2í 

y = A (ri — c) + /t a 



F{r) = {b — r) (c — r) — ad = 0 


(6.1,2-4) 


Primer caso: Las raíces de la ecuación característica son reales y dei 
mismo signo. Las curvas integrales tienden al origen cuando el parâmetro t 
aumenta indeíinidamente con un signo opuesto al de las raíces. Ha lugar a 
considerar tres eventualidades: 

ri^rz , 20 n = í -2 y a2 ^2 ^ 0 

30 r\=ri y a = íf = 0. 


En el tercer subcaso, las curvas integrales son rectas que pasan por el 
origen; en los dos primeros subcasos, todas las curvas integrales, salvo una, 
tienen la misma tangente en el origen. Se dice que el origen es un punto 
nodal 0 un nodo. 




Raíces reales 
dei mismo signo. 
Nodo 

Fig. 6.1.2. — Puntos 



Raíces reales Centro 

de signos contrários. Raíces imaginarias. 

Puerto Foco 

singulares de las ecuaciones diferenciales. 
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Segundo caso: Las raíces de la ecuación característica son reales y de 
signos contrários. Las curvas integrales comprenden dos rectas distintas que 
pasan por el origen y curvas asintóticas a las rectas precedentes, pero que 
no pasan por el origen. Se dice que el origen es un puerto. 

Tercer caso: Las raíces de la ecuación característica son imaginarias. 
Entonces son de la forma p ± íV. Si p no es nulo, las curvas integrales se 
enrollan alrededor dei origen, que es un punto asintótico. Si p es nulo, las 
curvas integrales son elipses homotéticas con centro en el origen. Se dice 
que el origen es un punto focal, foco si p no es nulo, centro si p es nulo. 

Los resultados de la discusión están resumidos en la tabla siguiente: 


(ft — c)2 + Aad ^ 0 
{b — c)2 + Aad < 0 


! ad — bc > 0 .. — .. puerto 

ad — bc < 0 .... nudo 

ib + c ^ 0 . foco 

\ b + c = 0 .. centro 


En el caso general de Ia ecuación 

P(x,y) dx — Q(x,y) dy = 0, 

siempre se puede tomar como origen la singularidad que se estudia y escri- 
bir las funciones P y Q en la forma 

= ax + by + pix,y) , Q(x,y) ^ cx + dy + q(x,y) ; 

se supone que se tiene ad—bc^O, Si las funciones p y q son continuas 
cuya razón a | a: | + | y | tiende bacia cero con | a: | + | y |, se demuestra que 
la naturaleza de la singularidad es la que está determinada por la tabla pre¬ 
cedente (^). En este último caso hay una excepción, no siendo suficiente la 
condición b + c = 0 para distinguir un centro de un foco. 

6.1.3. Defmición de las funciones elípticas. —;Las funciones elípticas 
de facobi que constituyen una extensión de las funciones circulares inter- 
vienen frecuentéínente en la solución de las ecuaciones diferenciales de la 
mecânica; vamos a definirias e indicar sus propiedades esenciales. 

Designamos por un número positivo inferior a la unidad. La fórmu¬ 
la (6.1.3-1) define una función t de la variable (p\ la función t{<p) es impar, 
creciente, y aumenta en 2K cuando <p aumenta en tt. La función inversa ^(t). 


(n Véase Equatiom fonctionnelUs, cie G. Valiron. 
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4 K 



llamada amplitud de t, designada amt. es pues igualmente impar y creciente; 
aumenta en tt cuando t aumenta en 2K: 



(6.1.3.1) 



(6.1.3-2) 


Las tres funciones elípticas de Jacobi se deíinen por las fórmulas 
(6.1.3-3). Las funciones sn y cn tienen el período AK-, la función dn tiene 
el período 2K. Las variaciones dei período en función dei parâmetro k están 
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cn (tk) 



FiG. 6.1.3, c. — Funciones cn(í, k). 


representadas en la figura 6.1.3-05 Ias variaciones de las funciones elípticas 
para diversos valores dei parâmetro están representadas en las 
6 .1.3-c 6.1.3-d. Las derivadas de las funciones sn y cn vienen dadas p 
las fórmulas (6.1.3-4), y las funciones inversas sn"! y cn"! por las formu- 
las (6.1.3-5): 

sn{t,k) = sen<p(f,fc) , cn(í,fc) = cos^fLfc) 


dn(í,fc) = 
d snr 


dt 


= cní dní 


fc2 sn2 (í,fc) 
d cní 


sn-i(x,fc) 



= j 


*2 + 


(6.1.3-5) 


dn 
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Las funciones elípticas de Jacobi son degeneradas en dos casos. Para 
k^ = í, se obtienen las fórmulas (6.1.3-6). Para k^ = 0, son las funciones 
circulares; cuando el parâmetro es pequeno y el tiempo está acotado, se 
pueden escribir las fórmulas (6.1.3-7). 


▼ 

-í 


dq> 

COSç) 


= log tg 


(^J) • 


<p , t 
tg ^ = th - 


snr = thí 


1 1 
cnr = — , dnr = — 
chi chi 


i = i k^2<p — sen 2<p) + ... 

<p — t — i k\2t — sen2i) + ... 

sn(i,fc) = seni — ^ k\2t —sen2i) cosi + ... 

cn(i,fc) = cosi -J- -J- k^(2t — sen 20 seni +... 


(6.1.3-6) 


(6.1.3-7) 


§ 6.2. Ecuaclones lineales 

6 .2.1. Sistemas lineales. — Recordemos las propiedades generales de los 
sistemas de ecuaciones lineales; estas propiedades se establecen en los cursos 
de análisis. Todo sistema de ecuaciones lineales puede reducirse a un sistema 
de primer orden; para ello es suficiente considerar las derivadas de orden 
superior a uno de las funciones desconocidas como incógnitas auxiliares. 

Un sistema lineal de primer orden puede escribirse en la forma (6.2.1-1); 
la función incógnita y(t) es un vector que tiene n componentes; la función 
dada tv(t) es, igualmente, un vector de n componentes, en tanto que la ma¬ 
triz dada A(t) es una matriz cuadrada de orden n. 

dy 

^ = A(t)y + H-(0 (6.2.1-1) 


Cuando la función u;(0 es nula la ecuación (6.2.1-1) se llama homogénea. 
En este caso, un sistema de n soluciones yi, y 2 , ..., y„ se llama sistema fun¬ 
damental si el determinante formado con las componentes de los vectores 
yi> y 2 > ■■■> yn no es idénticamente nulo en el intervalo en que se opera. 

Teorema. — En un intervalo en que el vector w(t) es nulo y la matriz 
Á{t) es continua y en que se conoce un sistema fundamental de soluciones 
yi, ^ 2 , ..., y«, la solución general de la ecuación (6.1.2-1) viene dada por la 
fórmula 

y = ciyi -f- C2y2 -f ... -b c„y„ 

en la que los coeficientes Ci, C 2 , ..., designan constantes arbitrarias. 


10 - Mecânica General 
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Siempre es posible elegir los coeficientes Ck de manera que en el ins¬ 
tante í=0 todas las componentes dei vector y{t) sean nulas con excepción 
de la componente de índice / cuyo valor sea la unidad; se obtiene así una 
solución particular y,*(í)- La matriz Y{t) formada con las componentes de 
los vectores y,* satisface las condiciones 

= Ait)Y, y(0) = / (6.2.1-2) 

át 

donde / designa la matriz unidad. 

Conocida la matriz 7(0, la solución general de la ecuación (6.2.1-1) 
puede escribirse en la forma (6.2.1-3) en la que c designa un vector arbitrá¬ 
rio al que se reduce y para í=0. 

y(0 = Y{t)c + 7(0 \ ^^(^««(OdT (6.2.1-3) 

«y ü 

Un caso importante es aquel en que la matriz A{t) es constante; en este 
caso la ecuación homogénea 

^ = Ay (6.2.1-4) 

dí 

admite soluciones de la forma 

y = a 

el vector a y el exponente s son tales que: 

Aa = sa, 

lo que significa que s es un valor propio de la matriz A y que ct es un vector 
propio asociado. A cada valor propio corresponde una solución; cuando la 
matriz tiene n valores propios distintos, se obtiene un sistema fundamental 
de soluciones. 

Teorema, — Si la matriz A admite el valor propio s con el orden de mul- 
tiplicidad q, la ecuación (6.2.1-1) tiene una solución de la forma: 

y = e^^Pit) , 

donde P{t) designa un polinomio de grado q — l a lo más, cuyos coeficientes 
son funciones lineales y homogéneas de q constantes arbitrarias, 

En el caso, por ejemplo, de una raiz doble, se obtendrá la solución de 
' la forma 

y = e"' { Aa + + (Ay + ^(-6 ) O (6.2.1-5) 

las constantes A y jn son arbitrarias en tanto que los coeficientes a, 

Y y 6 están determinados salvo un factor constante a partir de la matriz A 
que es dato. En ciertos casos puede suceder que Y y 6 sean nulos, de modo 
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que a una raiz doble no corresponden siempre soluciones particulares en te“. 
Una observación análoga es válida en el caso de una raiz múltiple de orden q. 

Se puede dar una expresión explícita dei polinomio P(/), introduciendo 
los índices de las raíces de la ecuación característica D(s)==0. Se llama ín¬ 
dice dei número complejo A con relación a la matriz A el menor entero v 
positivo o nulo tal que 


(A — Xiy+'íx = 0 ^ (A — \D‘’x = 0 

Si A no es raiz de la ecuación característica, el índice es nulo. Si A es 
raiz de la ecuación característica, el índice no es nulo y es a lo más igual 
al orden de multiplicidad de la raiz (i). 

A toda raiz s de índice v, de la ecuación característica, se le puede aso- 
ciar el espacio "^tls formado por los vectores u tales que 

(^ —í7)>'« = 0 ; 

IKs es un subespacio dei espacio vectorial X, definido sobre el cuerpo de 
los complejos y cuya dimensión es igual al orden de la matriz A. Designe¬ 
mos por Et el operador lineal que permite pasar de un vector * de X 
a su proyección u sobre l?ís. 


u = EsX 


El polinomio P(/) se expresa explícitamente en la forma siguiente, en la cual 
c designa un vector arbitrário. 


p(0 


I /-1 ^ 

{A — sfy 






t^^EsC 


( 6 . 2 . 1 - 6 ) 


= (6.2.1-7) 

Cuando la matriz A es normal, lo que es el caso en particular para toda 
matriz real simétrica, los índices de la ecuación característica son todos 
iguales a la unidad. De ello resulta que los polinomios P(í) y por consi- 
guiente los polinomios P,(í) que pueden aparecer en la solución general dei 
sistema (6.2.1-5), son todos de grado cero* 

Aunque todos los sistemas de ecuaciones diferenciales se pueden refe- 
rir a un sistema de primer orden, también es sencillo razonar directamente 
a base de las ecuaciones iniciales en el caso de un sistema de orden poco 
elevado. Es lo que haremos en el ejemplo que sigue. 

6 .2.2. Movimiento de un sistema de resorte. —Un sistema está cons¬ 
tituído por tres barras 5i, B 2 , Bs de masas-respectivas mi, m 2 , ms, que se 

(*) Véase Yihrations non linêaires et théorie de la stabilité, de m" Roseau. 
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pueden mover sin rozamiento a lo largo de un eje Ox, y por dos resortes 
idênticos de masa despreciable. Cada resorte, cuando está sometido a dos 
fuerzas de compresión iguales cada una a F dinas aplicadas sobre sus dos 
caras, experimenta un acortamiento de (F/600) cm. En el instante inicial, 


Si 


B, 




R 


/?' 




Fig. 6.2.2, a. 


el resorte R está comprimido entre y B2, el resorte R' entre B 2 y B^ y 
estos resortes presentan cada uno un acortamiento de 1 cm. El sistema se 
abandona a sí mismo. Estudiar el movimiento dei sistema hasta el instante 
en que uno de los resortes recobra por primera vez su longitud natural. 
iCuál es este resorte? Se da mi = 200 g, m 2 = 300 g, m^ = l00 g. 

Llamemos u, v, w los desplazamientos respectivos de las barras a partir 
de la posición de equilibrio. Siendo las unidades las dei sistema CGS, las 
ecuaciones dei movimiento son las siguientes: 


200 w = 600 (v — u) j 

300 V — 600 (u — + 600 (w — v) í (6.2,2-l) 

m w = 600 (v — w) ) 

(r^ + 3) A 3 B ^ ^ ] 

— 2 A + (r^ + 4) B — 2 C - 0 (6.2.2-2) 

— 6 ^ + (r2 + 6) C = 0 ] 

A = r2(r2 + 4) (r2 + 9) (6.2.2-3) 

Busquemos soluciones particulares de la forma 

u = A , V = B , vv = C e*'^ 


introduciendo estas expresiones en el sistema ( 6 . 2 . 2 - 1 ), se obtiene el sistema 
( 6 . 2 . 2 - 2 ) lineal y homogéneo con respecto a A, B y C. Este último sistema no 
admite solución diferente de la trivial más que si el determinante A de los 
coeficientes de las incógnitas es nulo. La solución general dei sistema (6.2.2-1) 
viene dada por las fórmulas (6.2.2-4). Los valores iniciales de w, v, w per- 
miten determinar los coeficientes At, As, A 5 , mientras que los valores ini¬ 
ciales de u, V, w, permiten determinar los coeficientes A 2 , A^y Aq. La solu- 
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ción particular correspondiente a estos valores iniciales está definida por las 
fórmulas (6.2.2-5) y representada en la figura 6.2.2-b. La diferencia u—v se 



anula para t = 0,S6, la diferencia v — w se anula para í = 0J5; por tanto el 
primero que recobra su longitud natural es el resorte 


w — j4i + jígí + COS 2 t + ^ 4 . sen 2 í + cos 3í -h \ 

v = Al + Azt - Y COS 2f — ^ sen 2t — 2 A 5 cos 3í — 2A^ sen 3í | (6.2,2-4) 

w = Al + Azí —Ag cos 2í — A 4 sen 2t -f- 4A^ cos 3/ + 4A% sen3í | 



1 

9 

cos2í — 

1 



u = 

6 + 

íõ 

Í5 

cos 

3/ 


1 

3 

cos2< + 

2 



V = 

— — 

— 

— 

cos 

3í 


6 

10 

15 



1 

9 

cos2í — 

4 



w = 

_ — 

— 

_ 

cos 

3t 


6 

10 


15 


(6.2.2-5) 


6.2.3. Oscilaciones lineales. — El movimiento sobre Ox de un punto M 
de masa m atraído por el origen con una fuerza —mK^x y sometido a una 
resistência proporcional a la velocidad —2Xmx está regido por la ecuación 
(6.2.3-1). La solución general viene dada por la primera de las fórmu- 


à^x àx 

_ + 2A- + ^^ = 0 

X Cl e’'ií + C 2 e''2‘ 

r2 + 2Ar + ^2 = 0 


(6.2.3-1) 


(6.2.3-2) 
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las (6.2.3-2) en la que ri y r 2 son las soluciones de la ecuación caracterís¬ 
tica, y Cl y C 2 dos constantes arbitrarias. 

Cuando el factor de amortiguamiento A es pequeno (0<A< | ÍT1), las 
raíces ri y r 2 son complejas, de la forma — A ± ia, con = La so- 

lución general se puede escribir en la forma 

X = a e"^* cos(a/ <p). 


estando determinadas las constantes a y (p por las condiciones iniciales; el 
diagrama está representado en la figura 6.2.3-fl. La duración r=(27r/a) de 
la oscilación es el seudoperíodo; la presencia de una resistência proporcio¬ 
nal a la velocidad no altera el isocronismo de las oscilaciones, pero alarga el 
período; T es mayor que To = (2tt/K). La relación 8 de dos amplitudes con¬ 
secutivas es constante, 8 = e“^^. Si A es mayor que | K |, el movimiento es 
aperiódico. Para A = | K |, se obtiene el amortiguamiento crítico 

X = (At + B) e-«, 


siendo A y B dos constantes. 

A fin de evitar el amortiguamiento de las oscilaciones, se hace actuar 
sobre el punto M una fuerza dada mf(t). El movimiento está regido por la 
primera de las ecuaciones (6.2.3-3), que se integra en la forma dada por 
la segunda de las ecuaciones (6.2.3-3), donde ri y r 2 designan todavia las 
raíces de la ecuación característica, y Ci y C^ dos constantes arbitrarias. 

d^x ^ dx 

ení I Q-nt jí — e''2‘ j e-''2í f(t) dí 

X = Cl e’’i‘ + C 2 e’'2< H- í - 

n — r2 

En el caso en que /(í) sea una función sinusoidal 
/(O = PK^ cos (cüí -1- £), 


\ 

I (6.2.3-3) 


existe una solución particular 

X = A cos (íüí -|- y) 

que tiene el mismo período. La solución general de la ecuación diferencial 
dei movimiento expresa que éste es la composición (para A<| K |) de una 
oscilación libre que tiene el mismo período y el mismo amortiguamiento 
que si f(t) fuese nula y de una oscilación forzada que tiene el mismo período 
que la fuerza impuesta, pero una fase diferente. Con el tiempo, la oscilación 
libre desaparece y no queda más que la oscilación forzada que es indepen- 
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diente de los datos iniciales. La amplitud A y la fase y de la oscilación for- 
zada se determina por identificación 


f(t) = FK^ COS (a)t + c) 

X = a e"^^ COS {<xt + 9 ) + A cos (wt + y) 
A(K^ — a>2) = FK^ cos(€ — y) 

^2Aa> = FK^SGn(c — y) 

FK^ 


(6.2.3-4) 


(62.3-5) 


A — Aja — 


A = 


FK^ 




2A(^ — A2)^ 


- 0)2)2 + 4A2a>2]V* 

para — 2A2 (6.2,3-6) 


Las curvas que representan para un sistema dado (A y ÍC fijos) las va- 
ri aciones de la amplitud A en función de w se llaman curvas de respuesta; 
están representadas en la figura 6.2.3-6. 

Cuando el seudoperíodo de la oscilación 
libre es grande con respecto al período de 
la fuerza perturbadora, el punto perma¬ 
nece inmóvil. Cuando el seudoperíodo de 
la oscilación es pequeno con respecto al 
período de la fuerza perturbadora, las 
longitudes Ay P son iguales. Finalmente, 
cuando se tiene 

0)2 = ^2 — 2 A 2 , 

^ Fig. 6.2.3, a. — Vibración amortiguada 

P 



X 



Fig. 6.2.3, b. — Curvas de respuesta. 














152 


ECUACIONES DIFERENCIALES 


[§ 6 . 2 ] 


la amplitud A es máxima; se dice que hay resonancia; la amplitud máxima 
Am es mayor cuanto menor es la relación X/K. Este fenómeno es a veces la 
causa de la rotura de los sistemas y debe ser evitado. Por el contrario, en 
otras aplicaciones se le aprovecha y se define la banda de paso dei sistema 
como el intervalo de los valores de la frecuencia de excitación w que con- 
ducen a un factor de amplificación A superior o igual a la mitad dei valor 
máximo Am- 

Cuando las pulsaciones y K son próximas, el vector Op-i de módulo 
ae“^^ de argumento y el vector O 112 de módulo A, de argumento 

ci)í+y, forman una figura que no experimenta más que una pequena defor- 
mación en el curso de un período (lir/o)). El punto M, proyección dei ex¬ 
tremo dei vector 

0\h = + 0(X2, 

tiene sensiblemente un movimiento periódico de período {Itt/íú) cuya ampli¬ 
tud varia lentamente con el tiempo. Si A es nulo, esta amplitud tiene una 


£-'£í 



variación periódica de período 2 iz/{K-m)) es el fenómeno de los batidos 
(fig. 6.2.3-d). Cuando A no es nulo, los batidos se atenúan y se establece la 
oscilación forzada. 

Cuando /(O es una función periódica cualquiera, es posible desarrollarla 
en serie trigonométrica en la forma (6.2.3-7). Los dos primeros términos 
constituyen Ia parte fundamental y los otros dos constituyen los armónicos. 
El movimiento dei punto M es la suma de una oscilación libre que des¬ 
aparece con el tiempo y de una oscilación forzada {6.2.3-8). Los armóni- 
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COS superiores tienen una amplitud despreciable, puesto que (noi/K) es gran^ 
de; el armónico preponderante es el que está próximo a la resonancia. 

X 



{Po + Pi COS ((ot + Cl) + P2 COS (2ítíí + C2) + ... } (6.2.3-7) 
X = Ao + Al COS (<üt + yi) + Az COS (2wí + y2) + ... (6.2.3-8) 


§ 6.3. Teoria de las oscílaciones 

6.3.1. Clasificación de las oscilaciones. — La prímera de las ecuaciones 
(6.2.3-3) se generaliza a la forma (6.3.1-1). Por analogia con el caso lineal, 
se llama fuerza de inércia al término —x, amortiguamiento al término 
— fuerza de recuperación al término —f{x) y excitación al segundo 

X + ^(x) + f(x) = F(í) (6.3.1-1) 

a) X + f(x) = 0 J 

b) jc -f (p(x) + f{x) = 0 I (6.3.1-2) 

c) X + ip{x) + f{x) = F{t) 1 

miembro. Toda solución periódica de la ecuación (6.3.1-1) se llama oscila- 
ción. Se distinguen los tres tipos de movimientos siguientes: á) oscilación 


fM f(x) f(x) 



Resorte duro Fuerza de respuesta Fineal Resorte blando 

Fig. 6.3.1, a. — Diferentes tipos de resortes. '* 
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libre sin amortiguamiento, cuando el sistema está sometido únicamente a 
una fuerza de recuperación; b) oscilación libre con amortiguamiento; c) os- 
cilación forzada. 

Cuando el producto JCf(x) es positivo cualquiera que sea x, hay realmente 
amortiguamiento. Cuando el producto x<p{x) es negativo para valores peque¬ 
nos de x y positivo para grandes valores de \x\, se obtendrán oscilaciones 
autoentretenidas. 

La cantidad —fix) es la fuerza de recuperación ejercida por el resorte 
para un desplazamiento x. La rigidez dei resorte se mide por la derivada 
f{x); cuando aumenta la rigidez con el desplazamiento, se dice que el re- 
soríc es duro, xf'{x) es positivo: cuando disminuye, se dice que el resorte 
es flojo, xrix) es negativo. Un pêndulo es un resorte flojo, porque se tiene 
/(.v)=sen X. 


632. Infegración de la ecuación % + / {^) = 0-—La ecuación x+f(x) — 0 
que rige las oscilaciones libres sin amortiguamiento juega un papel funda¬ 
mental en mecânica. La integración se hace facilmente tomando el despla- 
zamienío % como variable y Ia velocidad v=x como función incógnita. De¬ 
signando por Xo y vq la posición y la velocidad en el instante inicial to, la 
ecuación escrita en la forma (6.3.2-1) se integra en la forma (6.3.2-2). 


V dv = — f(x) d;c 


(6.3.2-1) 


vq^ C 

y - Y = - J /W = F(xo) - F(x) 


SCO 


dx 


V = — = ± [Vo^ + 2 {F(xo) — F(x) }]y^ 


(6,3.2-2) 




d^: 


W + 2 { F{xq) — F{x) }]y» J [G(jc)]ií 

XO xo 


Ji 


dx 


La elección dei signo que debe figurar delante dei radical depende de 
la velocidad inicial; en la última fórmula hemos supuesto que ésta era po¬ 
sitiva, es decir que x crece al mismo tiempo que í al principio dei movi- 
miento. Las variaciones de x en función de / dependen de la función 


G{x) = vo^ + 2 { F(xo) — F(x) 
G(xo) es positiva. Hay que distinguir dos casos. 
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1) G{x) se mantiene positiva para x>Xo. En este caso, x aumenta in¬ 
definidamente. Cuando x se hace infinito al cabo de un tiempo infinito, el 
estúdio dei movimiento ha terminado. Cuando x se hace infinito en el ins¬ 
tante fi, conviene volver al problema concreto para estudiar el movimiento 
después dei instante íi. 

2) G(x) se anula para un valor x=&>Xo. Cuando la raiz x=b es de 
orden superior o igual a dos, es alcanzada al cabo de un tiempo infinito y 
el estúdio dei movimiento está terminado, Cuando la raiz x=b qs simple, 
se alcanza en el instante íi. En este instante, la aceleración es diferente de 
0 , luego la velocidad cambia de signo y se hace negativa; entonces habrá 
que tomar el signo — delante dei radical y después dei instante íi se tiene 
la fórmula (6.3.2-3). La discusión se prosigue luego como anteriormente. El 
caso más interesante es aquel en que G(x) se anula para un valor x=a<Xoy 
siendo simple la raiz a. La raiz a se alcanza al cabo de un tiempo finito t 2 
después dei cual x aumenta de nuevo; cuando x alcanza el valor xo, se vuel- 
ve a las condiciones iniciales. 

El movimiento es periódico de periodo T, fórmula (6.3.2-4). En el curso 
de un periodo, x pasa dos veces 
a y b con velocidades opuestas. 

t = 


h = 


T = 


En los problemas resulta cómodo expresar x en función de un ângulo 
auxiliar que varia en el mismo sentido que t, definido por la fórmula 
(6.3.2-5); en efecto, despreciando los múltiplos de 27r, esta fórmula define 
dos valores de <p, uno de los cuales varia en el mismo sentido que í, y el 
otro en sentido contrario. Introduciendo la función H{x), la ley dei tiempo 
se escribe en la forma (6.3.2-6) y el periodo en la forma (6.3.2-7). Si la fun¬ 
ción H(x) permanece entre las cotas Hi y // 2 , se tienen las desigualdades 
indicadas; en particular, si Hix) se mantiene'próxima a una constante Hq, 
el periodo tiene un valor próximo a 


por todos los valores comprendidos entre 


b 

b 

/o + J 


dx 




dx 

iêW 


} (6.3.2-3) 


^0 




dx 


iGix)r^ 


(6.3.2-4) 
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a + b b — a 

X = -r-1-;;- COSç) 


= í 


2 

átp 




a + b , b — a 
— + —y- COS9 


)]^ 


{x — a) {b — x) H(x) = G(x) 

7T 

d<p 


= 2 f- 

i [«(- 


+ b b — a 


2tt 


H- - — cos<p 

2 it 

^ T ^ 


)] 




(6.3.2-5) 


(6.3.2-6) 


(6.3.2-7) 


Una posición x=Xq es una posición de equilíbrio si la función x=Xo es 
solución de la ecuación diferencial jc+/(;)c) = 0. Las posiciones de equilíbrio 
son, pues, raíces de la ecuación f(x) = 0. Recíprocamente, toda raiz xo de la 
ecuación /(x) = 0 es posición de equilíbrio; en efecto, a las condiciones ini- 



ciales x=Xo, x = 0 corresponde una solución y una sola de la ecuación dei 
movimiento, y por tanto no hay más solución que la función constante 
x=Xo; esto significa que, si el punto se abandona sin velocidad en la posi¬ 
ción x=Xo, permanecerá en esta posición. 

Las posiciones de equilíbrio no presentan interés en la práctica más que 
en el caso en que son estables. La ecuación dei movimiento escrita en la 
forma (6.3,2-8) demuestra que el movimiento no es posible más que para 
los valores positivos de G{jc), valores que corresponden a los arcos dibuja- 
dos con trazo grueso en la figura 6,5.2-a. El caso de equilíbrio corresponde 
a una curva tangente al eje de abscisas. Si la concavidad está dirigida bacia 
Ias ordenadas negativas [/'(jfolX)]. un pequeno cambio de las condiciones 
iniciales modifica poco los limites entre los que puede variar x; el equilibrio 
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es estable. Si la concavidad está dirigida hacia las ordenadas positivas 
r/'(-»ío)<0], el equilibrio es inestable. 

= ;co2 + 2 { Fixo) — Fix) } = Gix) (6.3.2-8) 

De manera general, se tienen los resultados siguientes. Si es la 

primera derivada no nula 

n impar (^ ® equilibrio estable 

I /<”)(Aro) < 0 equilibrio inestable 

” pai' equilibrio inestable 


6.3.3. Estúdio geométrico en el plano de las fases. — Cuando solamente 
se desea efectuar un estúdio cualitativo de la ecuación 


X -h/(x) = 0, 

es cómodo situarse en el plano referido a la abscisa y a la ordenada 
r=x. En este plano, llamado plano de las fases, la ecuación diferencial se 
escribe en la forma siguiente: 


dy ^ —/(x) 
dv V 


(6.3,3-l) 


A cada solucíón corresponde una curva llamada trayectoria, lugar geo¬ 
métrico dei punto P de coordenadas x(í). ^(0 y que pasa por el punto Xq, Uq, 
determinado por las condiciones iniciales. En una trayectoria, se tiene 
dji£: = vdf, de modo que el tiempo aumenta con la abscisa en el semiplano 
t’>0 y aumenta cuando la abscisa disminuye en el semiplano v<0. Las 
posiciones de equilibrio son las soluciones constantes de la ecuación dife¬ 
rencial x+f(x) = 0; corresponden a los puntos singulares de la ecuación 
diferencial (6.3.3-1). Las soluciones periódicas de la ecuación diferencial 
■’c+/(>í)=0 corresponden a las trayectorias cerradas; el período T es igual a 
la integral curvilínea 






dx. 


Cuando la futición f{x) es lineal, [fix) = kx], las trayectorias son cóni¬ 
cas centradas en el origen. Si k es positivo, estas cónicas son elipses, y el 
movimiento tiene un período de 27 Tk~^^ independiente de las condiciones 
iniciales; el origen es una posición de equilibrio estable. Si k es negativo, 
las cónicas son hipérbolas y no existe movimiento periódico, siendo el ori¬ 
gen una posición de equilibrio inestable. 

En el caso de una fuerza de recuperación no lineal 

f{x) = cix + px^ ^ oc > 0, 
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las trayectorias son las cuárticas definidas por la ecuación 

+ + (6.3.3-2) 

Para a^ + 2ph = 0, la trayectoria se descompone en dos parábolas 
2j3l?2 + (pX^ + oí)2 = 0 


que son reales para los valores negativos de P (resorte blando). Para que 
el movimiento sea periódico es necesario y suficiente que el punto de coor¬ 
denadas Xo, Vq sea interior a las dos parábolas, es decir, que se verifiquen 
las dos desigualdades siguientes 


Pxo^ + a > 0 

(pXQ^ + 0í)2 + 2pvo^ > 0 


Cuando el movimiento es periódico, la amplitud a (máximo valor de x) y 
el período T están dados por las fórmulas siguientes: 

— — oí ± \/a2 + 2ph 

7f/2 

r == 4 f- — -— 

Cuando P es negativo (resorte blando) el período y la amplitud varían en 
el mismo sentido; cuando P es positivo (resorte duro), el período y la am¬ 
plitud varían en sentidos contrários. 


(63.34) 


. V V 



Las posiciones de equilibrio son el origen, que es un centro, y, en el 
caso de un resorte blando, los puntos 

a + px^ = 0, 

que son puertos. El origen es una posición de equilibrio estable; las otras 
posiciones de equilibrio son inestables. 
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En el caso de la ecuación 


X + (p(x) + f(x) = 0, 

la presencia de un término de amortiguamiento — impide una integra- 
cíón explícita, pero la consíderación de las trayectorias en el plano de las 
fases permite un estúdio bastante avanzado. Si se multiplican por dx los 
dos miembros de la ecuación, se obtiene, por integración a lo largo de una 
trayectoria cerrada eventual, la relación (6,3.3-5), en la cual la primera y 
la tercera integral son nulas; de eilas se deducen las relaciones (6.3.3-6), 
que significan que la ecuación 


X + q>(x) + f(x) = 0 


V 




no tiene solución periódica cuando el producto v (p{v) conserva un signo 
constante. 

(p z; du + cp <p(v) áx + (p/(^) djc = 0 (6,3.3-5) 



(6.3.3-6) 


áü — X — (p(v) 
dx V 


(6.3,3-7) 


En el caso en que se tenga f(x)=x, la ecuación dei movimiento se es- 
cribe en el plano de las fases en la forma (6.3.3-7), que permite efectuar 
una construcción gráfica de las trayectorias. 


Se traza la curva 


^ + 9(y) = 0, 

llamada curva característica dei sistema; esta curva está trazada en línea de 
puntos en la figura 6.3.3-c. Por un punto P dél plano, se traza la paralela 
a Ox que corta a la característica en R, cuya proyección» ortogonal sobre 
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El caso de la ecuación (6.3.3-8) está representado en Ia figura 63 3d 
La característica se compone de dos semirrectas ortogonales a o/ de modo 
que las trayectorias son semicircunferencias con centro en Si para i; < 0 v 

con centro en S. para u > 0 . Cuando se Ilega a un punío dei segíeL 
S1S2, el movimiento se detiene. ^ segmento 


X + <p(x) 4- X = 0 
<p(x) =■ /-a ^ > 0 

<p(x) = 0 , para x = 0 

9(-v) = — r2 , para x < 0 


I (6.3.3-8) 


0.3.4. 


de eTmrio elT.nT “ Vamos a estudiar, a título 

pojoj .1 p,0. 





El movimiento está regido por la ecuación diferencial (6 3 4 11 n,,^ . 
puede escribir en la forma (6.3.4-2) lineal en «2 v n„va • ! 
en la forma (6.3.4-3). y cuya integral se expresa 

Las curvas integrales representadas en la figura 6 3 4 // «a . n 

.«yectona pa/» dèrpLo ;LT2r,r:=„' ^ 

nadas en el punto v=Vn a^í d ^ ^ al eje de las orde- 

prendida entre y'í ,| ! velooidad está com- 

oscilar. ^ '■ «volociones antes de 
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V 


2 


V 


2 


X + cx I À: I + k senx = 0 c > 0 
dy — k senx — cv ] y j 

d^r V 


Cl 


C2 e2c* 


+ 

+ 


2k 

1 + 4c2 
2k 

1 + 4c2 


(cosx — 2c senx) , v ^ 0 
(cosx + 2c sen x) , v ^ 0 


2 

V2n-1 


2k 

1 + 4c2 


^ 1 -j. e2c(2n-l)7r I 


( 6 . 3 . 4 - 1 ) 


( 6 . 3 . 4 - 2 ) 


( 6 . 3 . 4 - 3 ) 


( 6 . 3 . 4 - 4 ) 


EJERCICIOS 


1. Calcular el error cometido cuando se utilizan las fórmulas de integración nu- 
mérica siguientes: 


yn+l yn + h 


yn +2 =yn ~^2h 


5y'n -I- 8/^+1 — y'n +2 
12 

/n + 4/n+l -h /n+2 


2. Calcular los primeros términos dei desarrollo en serie según las potências cre- 
cientes de t de las funciones 


sn (ty k) y cn (/, k) , dn (/, k) 

I Solución: 

snit,k) = t — i\ +*2)^ + (l -f 14fc2 + A4)^ 

— (1 + 135A:2 + 135*4 -f *6) Ç. + ... 

cn (/, *) = 1 —^ + (1 + 4 * 2 ) ^ 

— d +44*2 + isk‘í)~ + ... 

O ! 

dn (/,*) = 1 -*2^ + *2(*2 + 4) ^ 

— *2 (*3 + 44*2 + 16) ^ + ... 1 

6 ! 


11 - Mecânica General 
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3. Calcular las primitivas de las funciones elípticas. 
Soluciôn: 


Jsn / dr = -^ log I dn / — Â: cn /1 
Jcn / dr = — arc cos (dn /) 

Jdn / d/ = are sen (sn /), | 


4, Calcular las primitivas de las funciones siguientes: 

1 1 1 
sn / ’ cn f ’ dn / 


Sohición: 


I 


át 

1 í 


= log - 

sn / 

[ sn / 

át 

1 

cn t 

Vi — fc* 

át 

1 

dn t 



f—= 

J dn/ 


arc COS 


cn / 
dn / 


5* Calcular las primitivas de las funciones siguientes: 

sa t cn / 

^ cn / ’ sn / 


Soluciôn: 


fsn/ 1 fdnf .- 1 ) 

J íí?1 ín-, + sr,) 

J 


cn r f 1 dn / 

— dí = log {- 

sn / sn r sn / 


6 . Establecer los teoremas de adición siguientes: ' 

snwcnydnt; +snt;cn«dn« 


sn (m + i;) = 


1 — sn2 u sn2 V 


cn (m + y) — cn M cn y — sn « dn « sn z; dn y 
1 — sn^ u sn2 v 


dn (m + v) 


dnuânv — ^2snttdnl/snl;dnt; 


1 — sn2 u sn2 v 
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{Solución: designando por /(M,y) el segundo miembro de una de las fórmulas 
precedentes, se verifica que 

df df 

ou OV 

De esto resulta que f(u,v) = <p(w+v); haciendo v = 0, se determina la fun- 
ción ç)} 


7. Establecer las fórmulas siguientes: 

sn (u + r) • sn {u — v) = 

cn (m + i?) • cn (m — v) = 


sn2 u — sn^ t? 

1 — sn^ M sn^ v 
cn2 u — sn2 p dn2 u 
1 — sn^ u sn^ v 


8. Demostrar las fórmulas 


sn {i +K) = 


cn t 
dn t 


sn / 

cn (í + A") = — Vl —- 

cn t 

9. Calcular los valores que toman las funciones elípticas para los valores complejos 
dei argumento. 

Solución: designando por sn, cn, dn las funciones deducidas de sn, cn, dn 


por la substitución dei parâmetro k por el parâmetro A:' = -y/ 1—k^, se obtiene: 

sn X dn y + i cn X dn X sn cn 
sn (x + ly) = -^ 


cn (x + iy) 


dn (x + iy) 


cn^ y + sn^ x sn^ y 

cn X cn y — i sn x dn x sn y dn y 
cn y2 + k^ sn^ x sn^ y 

dn X cn y dn y — i sn x cn x sn y 


cn^ y k^ sn^ x sn^ y 


10. Resolver la ecuación matricial 

“dT 


AY 


Y(0) = A 


designando por I la matriz unidad y por A la matriz 

\-l 0 
COS/ sen/ 

— sen/ COS/ 


Solución: Y{t) = 
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11. Dada la ecuación diferencial 


dv 


donde A(0 designa una matriz continua, ise puede hallar un cambio de variable, 
y = Q(t)x, que transforma la ecuación en 


áx 

“d7 


= Bx 


donde B designa una matriz constante? 

I Solución: para que el problema sea posible, es necesario y suficiente que 


la ecuación matricial 


B^Q-UAQ — 


át 


tenga una solución. Este es el caso, en particular, si la matriz A(í) es periódica. | 


12. Integrar la ecuación diferencial 


donde A designa la matriz 



/—6 5 3 
— 8 7 4 
\—2 1 1 


15. Integrar Ia ecuación diferendal 


djt 


/ ° 

donde A designa la matriz | | y 6(0 designa un vector dado. 

\-fl 0/ 

I Solución: designando por jci, X 2 las componentes dei vector x y por 
/ij g 2 las dei vector 6, se obtiene 


XI = 


J{/(t) COS a(t — t; + ^(T)sena(/ — t) } dx 


f 




X 2 = \ i —/(T)sena(f— t) + ^(t) cos ait 
0 


— t) } dr I 
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14. Se supone que la fuerza ejercida por un resorte rectilíneo está dirigida en la 
dirección dei resorte y es proporcional al alargamiento e a partir de la longitud 
natural Iq. Suponiendo que en su estado natural el resorte coincide con el vector 
bj+ ch(a^ = /o2), calcular su energia potencial en una posición 

deducida de la precedente por el desplazamiento ui + ví+ wh. 

i^Solución: 

V = Y { + «)* + (* + + (c + w)® — lo 

V =(lu + wv + nw)^ + ... 


15. Una masa m está unida por intermédio de resortes lineales de constante ki a 
puntos fijos Pi. La masa se supone que está en equilibrio en el origen, teniendo 
los resortes su longitud naturd. Calcular la energia potencial correspondiente a 
los pequenos desplazamientos en la proximidad dei origen. 

1 Solución: 

p '=2 

designando por h, m», n. los cosenos directores de la dirección OPi. | 

16. Dos masas móviles sin rozamiento sobre una recta están unidas a tres resortes 
idênticos. iSe pueden elegir las masas para que los periodos tengan valores 
preíijados? 




tnnnmnwo qtoirjw o 


m, 



T W W WooD innymTv 


17. Una masa puntual está suspendida por un hÍlo sin masa enrollado sobre una 
circunferência vertical fija. Estudiar el movimiento de la masa puntual. 








CAPÍTULO 7 

MECÂNICA ANALÍTICA 


Ei teorema de las potências virtuales, equivalente a la ley 
fundamental, permite establecer las ecuaciones de cualquier pro¬ 
blema de mecânica. Su empleo exige el cálculo, siempre delicado, 
de la potência de las fuerzas de inércia; para un campo de ve¬ 
locidades virtuales convenientemente elegido, se obtiene el re¬ 
sultado utilizando una fórmula debida a Lagrange. Esta fórmula, 
independiente^ de los princípios de la mecânica, constituye un 
teorema de cinética; conduce a la reducción a ecuaciones que 
exponemos en el primer párrafo para los sistemas holónomos, 
y en el segundo párrafo para los sistemas no holónomos. En 
ciertos casos se pueden obtener aproximaciones que permiten 
sustituir las ecuaciones de Lagrange por ecuaciones lineales de 
coeficientes constantes; entonces la integración es elemental. Así 
ocurre en los problemas de pequenos movimientos alrededor de 
una posición de equilibrio estable. El tercer párrafo está dedica¬ 
do al estúdio de la estabilidad de las posiciones de equilibrio; 
el cuarto, al estúdio de algunos pequenos movimientos. 


§ 7.1. Sistemas holónomos 

7.1.1. Ecuaciones de Lagrange para un sistema de sólidos. — Un siste¬ 
ma de solidos se dice que es holonomo cuando todas las ligaduras a las que 
está sometido son ligaduras holónomas bilaterales. La posición de un tal 
sistema depende de un cierto número N de parâmetros primitivos, entre los 
cuales n pueden ser eliminados por medio de n relaciones que traducen las 
ligaduras holónomas. La posición de cada elemento de matéria M dei siste- 
rna es entonces una función de k=N—n parâmetros geométricos indepen- 
dientes qi, q2, ..., qu y eventualmente dei tiempo t\ 

M = M{qu qz,..., qn ; t). 

Cuando las ligaduras son independientes dei tiempo, la variable t no 
figura en la expresión precedente. Un sistema de sólidos en contacto sin 
rozamiento entre sí y con obstáculos extranos al sistema, de movimiento 
conocido previamente, es un sistema holónomo. 
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Las fuerzas a las que está sometido el sistema son de dos clases: 

a) Las fuerzas dadas, que son funciones conocidas de los parâmetros 
q, de sus derivadas con respecto al tiempo q y dei tiempo t; 

b) Las reacciones en los diversos contactos. En lo que sigue vamos a 
considerar funciones que dependen de las 2fc+l variables 

ÇU Çk, qu ... gk, t. 


o sea F(çi, qi, f). Emplearemos como notación la 9 redonda para las deriva¬ 
das parciales en el sistema de las 2fc+l variables qu qu t consideradas 
como independientes, y la notación d recta para las derivadas totales con 
respecto al tiempo calculado en la hipótesis de que las qi sean funciones 
de t de las que las qi son las derivadas; se tendrá 


áF ^ 9 F .. V 

d7 “ ^ 9^ ^ 0^ 0í' 


(7.1.1-1) 


Considerando la posición dei sistema en un instante arbitrário t, aplica¬ 
mos el teorema de las potências virtuales imaginando un campo de veloci¬ 
dades virtuales que mantenga todas las ligaduras tales como existen en el 
instante í. Este campo de velocidades virtuales está constituído por las ve¬ 
locidades V* definidas en el capítulo 5. Las velocidades virtuales son dife¬ 
rentes de las velocidades reales v. 



0M 

BM . 


— 

^ íi* + 
tíqi 

— + -z — qk* 
oqk 


áM 

BM . 

BM . 

BM 

"dT “ 

ã — 
cqi 

— + -r — qk + 
Bqk 

"07 

0» 

d /0M\ 

0 » BM 


õq} 

d/ \ dqjl 

Bqj Bqj 



La potência virtual de las fuerzas dadas se expresa en la forma (7.1.1-3) 
o en la forma (7.1.1-4), Recordemos que, si cada fuerza deriva de una fun- 
ción de fuerzas, y si 1/ designa la suma de las funciones de fuerzas, se tiene 
Qy=(0{7/9^y). La potência virtual de las reacciones es nula, puesto que el 
rozamiento se desprecia y los cuerpos extranos son inmóviles para las velo¬ 
cidades 17*. La potência virtual de los esfuerzos interiores a cada sólido (es- 
fuerzos de cohesión) es también nula, puesto que las velocidades virtuales 
conservan el carácter invariable de los sólidos: 


/0M 3M 

S F v* = S F- — ^ 1 * + — 
\ogi dg2 


g2* + ... + 


0M \ 


(7.1.1-3) 


I 

> 


(7.1.1-4) 


S F-v* = Qiqi* + Qzqz* + ... -h Qm* 

^ 3M 

con Qj — IL F- -— 

dq] 
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La potência virtual de las fuerzas de inércia se expresa en la forma 
(7.1.1-5), en la cual los coeficientes Py se expresan explícitamente por me¬ 
dio de las fórmulas de transformación (7.1.1-6) debidas a Lagrange, en la 
forma (7.1.1-7) 


ííí 

con 

d^M ^ 
dfi Sçj 
d^M 3M 
dí® 0® 


d2Af 

"dí^ 


V* dm 


Pi 


— 

Piqí* — 

PzÇi 

I* — ... 

— PkÇk* 







^ (7.1.1-5) 

r r r d^M 
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d /3M\ 


d^ 

1 dr 0?í 1 

” dí 

df l 0© / j 

(7.1.1-6) 

d 


í 

dtr 


dí 

1 9í/ 

1 




Pi 

d /e: 


0r 


(7.1.1-7) 

dí \0< 

ii/ 

Bçi 




T — i I ( dm 


designa la energia cinética dei sistema. 

Como los coeficientes «j;* son arbitrários, las cantidades Qy y Py son 
iguales; se obtienen las ecuaciones de Lagrange en la forma siguiente: 


d /0r\ ^ _ Q ' 

dí [WJ ~Wi~' 

; > (7.1.1-8) 

d /8r ^ _ er ^ 1 

dl 9?» ““ ' 

7.1.2. Existência y unicidad de las soluciones. — La energia cinética es 
una función de segundo grado de las derivadas qr, los coeficientes depen- 
den de los parâmetros qi y dei tiempo, Se puede escribir r=T 2 + ri+To; 
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Siendo T 2 una forma cuadrática de k variables, siempre puede ser des- 
compuesta en cuadrados de formas Hneales independientes cuyo número kf 
es inferior o igual a k; cuando se tiene kf—k, se dice que la forma cuadrá¬ 
tica está definida; supondremos que es así para T 2 , porque el caso contra¬ 
rio corresponde ya sea a reparticiones muy particulares de masa, ya sea a 
singularidades de la representación paramétrica, singularidades que se pue- 
den evitar mediante un cambio de parâmetros. T 2 no puede ser negativa, 
por lo que todos los cuadrados están precedidos dei signo +, de modo que 
la forma cuadrática es definida positiva; en este caso, se demuestra que el 
determinante A formado por los coeficientes de los términos qi, qj no 
es nulo. 

Las derivadas iji figuran con el primer grado en las ecuaciones (7.1.1-8) 
y el determinante de sus coeficientes es precisamente A, De ello resulta que 
las ecuaciones de Lagrange pueden ser resueltas con respecto a las deriva¬ 
das segundas y escritas en la forma (4.2.1-1); cuando las funciones que figu¬ 
ran en los segundos miembros de las ecuaciones (4.2.1-1) verifican una con- 
dición de Lipschitz, los datos iniciales (posiciones y las velocidades inicia- 
les) determinan un movimiento y uno solo. 

En el caso en que las ligaduras sean independientes dei tiempo, se tiene 
T=T 2 \ los primeros miembros de las ecuaciones de Lagrange se anulan 
cuando se dan valores constantes a los parâmetros qi. Siendo las fuerzas 
independientes dei tiempo, las ecuaciones Qt=0 son condiciones necesarias 
de equilibrio (sección 5.2.2). Designemos por qi=qi una solución de las 
ecuaciones Qi=0. Las funciones qi{t) = qi satisfacen por una parte a las 
ecuaciones de Lagrange, y por otra a las condiciones iniciales gí(0) = gí(0), 
qi{0) = 0. En conclusión, si se abandona el sistema, sin velocidades, en la 
posición qi=qi, el movimiento que se origina es el reposo; de esto resulta 
que las condiciones Q/=0 son condiciones suficientes de equilibrio. 

7.1.3. Investígación de integrales primeras. — La integración de las 
ecuaciones de Lagrange implica la investígación de las integrales primeras. 
La aplicación de los teoremas de la resultante cinética y dei momento ciné¬ 
tico puede proporcionarias directamente, pero también se pueden obtener 
por consideraciones puramente analíticas. 

Cuando uno de los paíámetros qi no figura en la expresión de la ener¬ 
gia cinética y cuando el coeficiente correspondiente 

= S f.(0M/aró 

es nulo, la ecuación de Lagrange relativa al parâmetro qi proporciona la in¬ 
tegral primera (97/9^0 = constante, lineal con respecto a las derivadas pri¬ 
meras qú 

También es posible, en las condiciones que vamos a precisar, poner en 
evidencia una integral primera dei segundo grado con respecto a las <ji. 
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Multiplicando la ecuación de Lagrange de orden i por qt, se obtienen 
por suma para todos los valores de i 

d /, 97^ .. 07’ dT ^ f 

^ Z ã^j - 2 - 2 ãi; = 2 

d d 07’ 1 

- (2r2 + 7’i) - - (Ta + Ti + To) + — = 2 Qm 1 


d ^ dT 

- (T 2 - To) = 2 Qm - 


(7.1.3-2) 


r.-r.= K+c.. . ^: = 2aí.-| 


(7.1.3-3) 


Cuando el segundo miembro de la ecuación (7.1.3-2) es la derivada to¬ 
tal exacta con respecto al tiempo de una cierta función V, se deduce la in¬ 
tegral primera (7.1.3-3), llamada integral de Painlevé. Así ocurre en los dos 
casos particulares siguientes. 

1) Existe una función de fuerzas 

U{qi, qz, ..., qic) 

y la energia cinética T no depende explícitamente dei tiempo. Se obtiene 


d àU dT dU 

dí ^ dí dt dt 


(7.1.3-4) 


Tz — To = U + 

2) Existe una función de fuerzas 

U{qi, ? 2 , qk) 

y las uniones son independientes dei tiempo. Se tiene T=Tz y se vuelve a 
estar en el caso de la integral de la energia cinética. 

dr du 

, T = U + (7.1.3-5) 


dr 


dr 


7.1.4. Movimiento de un punto en un plano en rotación. — Un plano 
material P móvil alrededor de una de sus rectas Oz situado verticalmente 
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tiene invariablemente unida una varilla rectilínea A'A a lo largo de la cual 
se desplaza sin rozamiento un punto M de masa m y de peso mg. Se pide 
estudiar: 

1) El movimiento dei sistema; 

2) El movimiento dei punto M, sabiendo que se hace girar al plano P 
con una velocidad angular constante w alrededor de Oz. 




1) Designemos por I el momento de inércia dei plano con respecto al 
eje Oz, por ^ el ângulo de rotación dei plano y por r=ÕM la longitud OM 
medida algebraicamente en la dirección A'A que forma con Oz el ângulo 
agudo a. La posición dei sistema depende de dos parâmetros, r y Escri- 
bimos la energia cinética T, la función de las fuerzas U y las ecuaciones de 
Lagrange: 

2T — + m(r2 i-z sen^a 

U = — mgr cosot 

(/ + mr^ sen-a) tlt = K = 

r — nffi sen-a = — g cosa 

Se puede sustituir la segunda de las ecuaciones de Lagrange por la inte¬ 
gral de la energia cinética; eliminando se obtiene la ecuación (7.1.4-3), 
que nos permite calcular por una cuadratura la función r(t) (h designa ima 
constante). La discusión de esta ecuación se hace comparando las dos fun¬ 
ciones yi(r) e y 2 {r) definidas por las fórmulas (7.1.4-4). 


} (7.1.4-1) 


mr^ 


= — 2mgr cosa + h — 


I + sen-a 


(7.L4-3) 


yi = — 2mgr cosa + h 



y2 === 
3 . 




I + mr^ sen-a 


/3m\^* 


= - A2 scn-a (—:rl 


8 




(7.1.4-4) 
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Las funciones yi(r) e yzir) están representadas en la figura 7.1.4-b, la 
primera por una recta D, la segunda por una cúbica. La cúbica tiene dos 
puntos de inflexión de abscisa ±ri, siendo las pendientes de las tangentes 
en estos puntos q:p. Cuando es pequeno, se tiene 


2mg cosa > p ; 

la recta D corta a la cúbica en un solo punto (posición Di) y r varia en un 
intervalo infinito en que la recta está por encima de la cúbica. Cuando 
es grande se tiene jmg cosa < p ; 


la recta D puede cortar a la cúbica en tres puntos (posición D 2 ); r varia 
ya sea en un intervalo infinito, 0 bien entre dos valores. Por consideración 
de los casos en que la recta D es tangente a la cúbica, se obtienen las posi¬ 
ciones de equilibrio que son estables cuando, en la proximidad dei punto 
de contacto, la cúbica está por encima de la recta, e inestables en el caso 
contrario. 

Sin embargo, es más sencillo estudiar las posiciones de equilibrio vol- 
viendo a las ecuaciones (7.1.4-2). Estas ecuaciones tienen la solución r= 
=ro = constante, \f=tj/Q = C^^, a condición de que se tenga 


roíjfo^ sen-« = g cosa, 


lo que significa que toda posición r=ro puede ser de equilibrio a condición 
que ^0 se elija convenientemente. Por eliminación de ^ se obtiene una 
ecuación ^ ^ ^ 

r + y(r) = 0 ; 


las posiciones de equilibrio r=ro, raíces de la ecuación /(r) = 0, serán esta¬ 
bles si se tiene /'(ro)>0; esto conduce a la condición 

I < Smro^ sen^a. 


2) Supongamos que el plano P esté animado de una velocidad angu¬ 
lar de rotación constante o alrededor de Oz. Se puede estudiar el movi- 
miento razonando en los ejes ligados al plano P, o bien en ejes absolutos. 

a) Cuando se refiere el movimiento al plano P, hay que introducir las 
fuerzas de inércia de arrastre y las fuerzas de inércia complementarias; sólo 
trabajan las primeras. La ecuación de Lagrange admite como integral pri¬ 
mera la integral de la energia cinética 


2T = mf^ , U = — mgr cosa + ^ mr^o)^ serra 1 


r — rafl sen"a — g cosa 
= — 2gr cosa + r^afi sen“« -j- 


(7.1.4-6) 


b) Cuando se refiere el movimiento a ejes fijos, el punto M está some- 
tido a la ligadura ^ = que depende dei tiempo. No se deben introducir ni 
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las fuerzas de inércia de arrastre, ni las fuerzas de inércia complementarias. 
La ecuación de Lagrange admite como integral primera la integral de 

Painlevé. ^ sen-a) , U = — mgr cosa 


r — ra>2 sen^a = — g cosa 
^2 — sen^a = — 2gr cosa + 

g cosa 


r — A B C"' 


(ot sen (V 


+ 


sen-a 


(7.1.4-7) 


(7.1.4-8) 


La solución general de la ecuación dei movimiento se escribe en la for¬ 
ma (7.1.4-8); la posición 

= g cosa(aj sena)“2 


es una posición de equilibrio inestable. 

La reacción dei plano P sobre el punto puede definirse por sus compo¬ 
nentes Fv sobre un eje perpendicular al plano P y Fw sobre un eje situado 
en el plano P y perpendicular a A'A; estas dos componentes se pueden ob- 
tener por proyección sobre la vertical dei teorema de la resultante cinética 
y por aplicación dei teorema dei momento cinético con respecto a Oz. El 
par (r) que es necesario aplicar al plano P a fin de mantener constante la 
velocidad angular de rotación es paralelo a Oz y tiene por magnitud 
—r sen a Fv. 

mr cosa = — mg + sena Fw 

d 

— (mr^ sen-« a>) = r sena Fv 

dí 


(7.1.4-9) 


§ 7.2. SÍ5'l'emas no holónomos 
7.2.1. Problema dei aro. — Se 

lí 



dice que un sistema de sólidos es no 
holónomo cuando algunas de las 
ligaduras a las que está sometido 
son ligaduras no holónomas. En 
tales sistemas no es posible expre- 
sar la posición de cada elemento 
de matéria M en función de 
parâmetros geométricos indepen- 
dientes y dei tiempo. Hay que re- 
■ currir a un planteamiento de las 
ecuaciones diferente dei adoptado 
en el párrafo precedente. 

No estudiaremos el movimien¬ 
to de los sistemas no holónomos 
en toda su generalidad, lo que 
presentaría un^i gran complica- 







174 


MECÂNICA ANALÍTICA 


[§ 7 . 2 ] 


ción sin interés práctico. Supondremos que las ecuaciones que traducen las 
ligaduras no holónomas no contienen, aparte dei tiempo y los parâmetros qu 
más que las derivadas primeras de estos parâmetros y que estas derivadas 
primeras intervienen solo en primer grado. Las únicas relaciones de ligadura 
no holónomas que consideraremos serán pues de la forma siguiente: 

ciiqi + ci 2 q 2 + ... + aicqic + a = 0. 

Los coeficientes ai, í/ 2 j Uky a son funciones de los parâmetros qi y dei 
tiempo L Precisadas estas restricciones, vamos a establecer las ecuaciones 
de Lagrange para los sistemas no holónomos comenzando por exponer un 
caso particular. 

Un aro de centro O, de radio a, rueda sin deslizar sobre un plano hori¬ 
zontal fijo OiXiyi. La posición dei aro está definida por la abscisa y la or¬ 
denada dei centro 'q y por los tres ângulos de Euler 0, <p\ figura 7.2.1-a. 
Tomemos los ejes intermédios Ouvz: Ou es horizontal y está situado en el 
plano dei aro, Oz es el eje dei aro. Las componentes sobre Ouvz de la ro- 
tación ío dei aro están dadas por las fórmulas (7.2.1-1), y la energia ciné¬ 
tica y la función de fuerzas por las relaciones (7.2.1-2). 

p = è , q = f sonO , r = i/f cos6 + 9 (7.2.1-1) 

2T = /m(^ ^2 qos20 02^ j 

+ ^ ma^(Ô^ + i/(2 sen"(?) + rua^cp + ^ cosí)^ > (7.2.1-2) 
U — — mga sen0 ] 

Suponemos que existe en el contacto dei suelo una fuerza horizontal de 
componentes A. y /x según los ejes horizontales Ou y Ovi que forman con 
OiXi los ângulos ^ y ^+( 7 r/ 2 ), respectivamente. Se estudia el movimiento 
dei aro en contacto sin rozamiento con el plano horizontal OiXiyi bajo la 
acción de su peso y de la fuerza tangencial precedente. 

La velocidad de deslizamiento en el contacto I con el plano horizontal 
resulta de la traslación representada por la velocidad dei punto O y de la 
rotación w. Los vectores tú. O/ y o>xO/ admiten en las direcciones Ou, 
O^i, OiZi las componentes siguientes: 

I ê I 

. i ^ i COS 0 + 9) 

9 sen í 01 ) — a COS 0 to x O /1 gen 6 

9 COS $ ijs [ ^ ^ I — aÔ COS 9 

Las componentes de la velocidad de deslizamiento sobre los ejes Ou y Ov^ 
vienen dadas por las expresiones (7.2.1-3); de ello se deducen las ecuacio¬ 
nes de Lagrange en la forma (7.2.1-4): 

sobre Ou , i cos^ -f- 'q seni^ a (ifj cos9 -f- 

sobre Ovi , — ^ sen^ + 'q cosip a Ô sen 0 


9) 


(7.2.1-3) 







[§ 7 . 2 ] 


SISTEMAS NO HOLÓNOMOS 


175 


= A cosift — fi senift 

mrj = Asen^ + /X cos0 
ma^ d , d 

— - (^sen2(?) + ma^—l cos0(^4 cos(9 + 9 ) } = Aa cosd 
„ d , 

/wfl COS 0 -f- ç)) = Xíi 

d . 

^ ^) + i + wa2 sen0cos0^2 — ^ ^12^2 se n 0 cos 0 

+ ma^ifi(t(i COS 0 + ?>) ^ — tui sen0 — mga cos 0 

^ cosifi + 'rj senifi + a cosô + ',))== 0 

— f sen^ + 7] cosijt -\- a ô sen 0 = 0 

Las ecuaciones (7.2.1-4) determinan el movimiento dei aro. Es posible 
elegir las componentes A y /x de manera que el deslizamiento sea nulo; bas¬ 
ta considerar estas cantidades como incógnitas y afiadir a las ecuaciones 
(7.2.1-4) las (7.2.1-5) obtenidas anulando la velocidad de deslizamiento. La 
fuerza A, ^ así determinada puede interpretarse como una reacción tangen¬ 
cial, de modo que se obtienen los movimientos con rozamienío para los 
cuales el aro rueda sin resbalar sobre el plano horizontal. Las cantidades 
A, [j. toman el nombre de multiplicadores. 

La integración de las ecuaciones (7.2.1-4) y (7.2.1-5) se efectúa elimi¬ 
nando A y íx utilizando las dos primeras ecuaciones (7.2.1-4) y luego I y 1 ? 
con las ecuaciones (7.2.1-5). Así se obtienen las relaciones siguientes: 


(7.2.1-5) 


(7.2.1-4) 


A = ma 
fi = — ma 


I Ô tjs senfl — — (^ cosff -j- 9) 

I dt 

I ^ COS0 + 9>) + ~ (^ sen ff) | 


(7.2.1-6) 


Introduciendo las componentes p, q, r de la rotación w, las tres últimas 
ecuaciones (7.2.1-4) pueden ser sustituidas por las ecuaciones (7.2.1-7). Las 
dos primeras ecuaciones (7.2.1-7) se escriben en la forma (7.2.1-8) cuando 
se elimina el tiempo por medio de la relación d6=pdt; de ello se deduce 
la ecuación única (7.2.1-9): 


ff + P (ff cot0 — 2r) =0 
2 r — pq =0 

3p -1- q{4r — q cot ff) = '— 2 - cosff 

a 


(7.2.1-7) 
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dq 

— + í cot0 — 2r = 0 



á^r 

dêã 


/> dr 

+ cot0 — — r = 0 
dc/ 


(7.2.1-8) 


(7.2.1-9) 


Esta última ecuación puede ser integrada mediante el cambio de varia- 
ble s=cos2 9, que conduce a la ecuación siguiente (ecuación hipergeomé- 
trica) 


d^r 



1 

V 


= 0 . 


la cual admite como solución particular la suma de la serie entera siguiente: 


r 


00 



n-0 


Qn _ 4n2 — 6rt + 3 

fln-i ” 2rt(2rt —1) 


La determinación dei movimiento dei aro se termina luego por cuadraturas. 


7.2.2. Estúdio dcl caso general. — Se puede presentar la justificación 
de las ecuaciones (7.2.1-4) y (7.2.1-5) de manera diferente. Estando el aro 
en contacto con el plano, la potência virtual de las fuerzas dadas (el peso) 
y la potência virtual de las fuerzas de inércia son las siguientes: 



— mga cosfl ô* 




Ô* 


(7.2.2-1) 


La suma de estas potências no es nula si no se anade la potência virtual 
de la reacción en /. En lugar de introducir la potência de esta reacción se la 
puede eliminar limitándose a campos de velocidades virtuales compatibles 
con la rodadura sin deslizamiento, es decir que se tiene la relación (7.2.2-2) 
para todo campo de velocidades virtuales que satisface las condiciones 
(7.2.2-3): 




ar ] 

— —. + mga cosd I 


=0 

(7.2.2-2) 


cosip + -q* SQnifí + a (ift* cos0 + ^*) = 0 


— ê* sQné + 7)* cosé + a 


(7.2.2.3) 


La relación (7.2.2-2) debe ser una consecuencia de las relaciones (7.2.2-3). 
Según un teorema de álgebra, esto implica que el primer miembro de la 
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ecuación (7.2.2-2) sea una combinación lineal y homogénea de los primeros 
miembros de las ecuaciones (7.2,2-3), esto es 

A (i* COS0 + ...) + ^ i— è* seni/r + ...). 

Por identificación se vuelven a hallar las ecuaciones (7.2.1-5); estas 
ecuaciones no son suficientes para determinar todos los movimientos, pero 
bastan para determinar los movimientos de rodadura sin resbalamiento, mo¬ 
vimientos para los cuales las ecuaciones (7.2.1-5) deben veriíicarse también. 

La demostración que acabamos de exponer tiene el inconveniente de no 
poner de manifiesto la significación mecânica de los multiplicadores; pre- 
senta la ventaja de que se presta fácilmente a una generalización. Considere¬ 
mos un sistema de sólidos en contacto entre sí, y con obstáculos extranos al 
sistema fijos o de movimiento conocido por anticipado. La posición dei sis¬ 
tema depende de k parâmetros qi, q 2 > •••yÇk y dei tiempo t. El rozamiento 
es o bien nulo, o bien bastante fuerte para que sea imposible todo deslíza- 
miento. Para establecer las ecuaciones dei problema, se expresará la energia 
cinética sin tener en cuenta las condiciones de no deslizamiento que se escri- 
birán después (en la hipótesis de tres condiciones para fijar las ideas) en la 
forma (7.2.2-4). Las ecuaciones de Lagrange con multiplicadores, ecuacio¬ 
nes (7.2.2-5) y las ecuaciones (7.2.2-4) determinan los movimientos para los 
cuales son nulos los deslizamientos. 

+ ••• + ÍÍA: = 0 j 

bi qi + + bk qjc + b = 0 ( (7.2.2-4) 

Cl qi + ... + cjc qjc + c = 0 ) 

d / 0r \ 0r 

d, (-0* ) - ãí = 25 + + -« j 

I (7.2.2-5) 

d / er \ 0r ^ \ 

dl = 2‘ + ^* + I 

7.2.3. Problema dei eje de ruedas. — Se consideran dos medas verti- 
cales idênticas Ci y C 2 que tienen por centros y Ao, Se designa por ü 
el radio de las ruedas y por m la masa supucsta uniforraemente repartida en 
la circunferência. Las ruedas están unidas por un dispositivo que mantiene 
los dos centros Ai y A 2 a una distancia constante 2/(2/>2«), La masa de 

este dispositivo es despreciable a excepción de la masa M de una barra rí¬ 

gida, de secciún despreciable, soporíada por la recta AiAo, cuyo centro de 
inércia se confunde con el punto medio G dei segmento A 1 A 2 y cuyo mo¬ 
mento de inércia con respecto a la vertical G tiene por valor I. Se supone 
que el dispositivo que une las dos ruedas no estorba en absoluto, ni los mo¬ 
vimientos de las dos ruedas alrededor de sus centros respectivos, movimien- 


12 - Mecânica General 



178 


MECÂNICA ANALÍTICA 


tos que se mantienen independientes uno de otro, ni los movimientos de sus 
planos que pueden tomar, en particular, una orientación arbitraria con 
respecto a la recta A 1 A 2 * Se pide estudiar el movimiento dei sistema bajo 
la acción de la gravedad cuando cada una de las ruedas rueda sin resbalar 
sobre un plano horizontal fijo (n), 

Se asocia a la barra un triedro tri- 
rrectángulo Gxyz cuyo eje Gx, que 
pasa por A 1 A 2 , tiene el sentido de 
Al hacia A 2 y cuyo eje Gz es vertical 
ascendente. Se designan por t), a las 
coordenadas de G con respecto a los 
ejes fijos Oxxyizi, estando situados 
Oxi y Oyi en el plano (n), por ij/ el 
ângulo (Oxi, Gx), por y ^2 los ân¬ 
gulos que forman con Oxi los ejes de las ruedas, y por y O 2 los ângulos 
que forman con Ozi dos rádios invariablemente unidos a cada una de las 
ruedas. 

La energia cinética dei sistema se escribe en la forma (7.2. 3 - 1 ) y las 
condiciones de rodadura sin resbalamiento en la forma ( 7 . 2 . 3 - 2 ). 

2r = (M + 2m) (^'2 2mF) 

i/ji^ 





2 ('0,2 + ^^2 + 




(7.2.3-1) 


^ + / sen l/t ifj — a 61 scnipi = 0 

r) — / cosi/t ifi + a Ôi cosi^i = 0 

f — I sen 0 tji — a Ô 2 sen ^2 = 0 

Tj + / cosi/i ijj a 62 cos ^2 = 0 

Las ecuaciones de Lagrange se escriben en la forma (7.2.3-3). Las dos 
dltimas expresan que los ângulos y xf >2 son funciones lineales dei tiempo, 
y la tercera puede ser susíituida por la integral de la energia cinética; las 
cuatro ecuaciones restantes determinan el valor de los multiplicadores. 


j (7.2.3-2) 


(M + 2m) ^ = Al + A 2 

(M + 2m) ‘j = fii + ^2 

(/ = / {(Al — A2) sen l/t — —■ ^2) cosi/t } 

madi = — Al sen^i + fii cos^i 
ma62 = —A2 seni/t2 + ^2 cosi/ti 
ipi = 0 

^2 = 0 


1 

1 

í 

i (7.2.3-3) 


Las ecuaciones de ligadura permiten calcular 77 , 
de y dei tiempo. La integral de energia cinética se 


y O 2 en función 
escribe entonces 
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en la forma {7.2.3-4); siendo y ^2 funciones lineales dei tiempo^ se 
cbtiene una ecuación diferencial de primer orden para determinar la fun- 
ción El cálculo se termina luego por cuadraturas. Cuando los valores 
iniciales í^i(O) y son iguales, las variables se separan en la ecuación 
Í7.2.3^4) 


1—MP + (2M + 8w)/2—_ </»i) +sen2(i/» —i/rg) 

I sen2 — 02) 


(7.2.3-4) 

= ae 


A título de ejercicio, se podrá tratar el caso en que el plano de una de 
las ruedas está bloqueado con respecto a la barra y el caso en que los planos 
de las dos ruedas están bloqueados con respecto a la barra. 


7,2.4. Caso de ligaduras que comprenden un servomecanismo. — Exis¬ 
te una categoria importante de mecanismos que realizan ligaduras por un 
método diferente de los que hemos tratado hasta aqui. Estos mecanismos 
utilizan fuentes de energia auxiliares que son dos ificadas automáticamente 
de manera que en cada instante realicen una condición determinada. Por 
ejemplo, un sistema que comprende un motor cuya velocidad angular de 
rotación es constante implica una de estas ligaduras. Se puede citar igual¬ 
mente el caso de un navio provisto de un estabilizador de balanceo; el esta¬ 
bilizador está constituido por un motor que entra en acción en el momento 
en que el plano de simetria dei navio no es vertical. Las ligaduras de este 
tipo, que no son ya ligaduras de contacto, se llaman ligaduras de servo¬ 
mecanismo. Para el campo de las velocidades virtuales r* definidas por las 
fórmulas (7.1.1-2), la potência virtual de las fuerzas de ligadura de contacto 
era nula; ya no ocurre lo mismo con la potência virtual de las fuerzas de 
ligadura cuando las ligaduras comprenden un servomecanismo. 

Consideremos un sistema material (X) cuya posición depende de k parâ¬ 
metros Çi, ^23 •••> qjfe* Este sistema está en contacto con cuerpos extranos 
cuya posición puede depender de algunos de los parâmetros precedentes y 
también dei tiempo. Supongamos que el sistema esté sometido a ligaduras 
de contacto, no holónomas, que se traducen por p relaciones diferenciales: 

Ligaduras de contacto aiqi + ... + akqk + a = 0 \ 

(p relaciones) biqi + ... + bjcq^ + b=0 ( çj^AA) 

El sistema (5) está sometido igualmente a ligaduras por servomecanismo, 
ligaduras que se traducen en r relaciones, unas en términos finitos, y otras 
diferenciales; lo mismo que en el caso de ligaduras de contacto, supondre- 
mos que estas últimas son lineales con respecto a las derivadas primeras qi 
e independientes de las derivadas de orden superior. 
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giqu q2> qk\t) =^0\ 

Ligaduras de servomecanismo aiqi + ... + oíjcqic + « = 0 W 7 2.4-2) 
(r relaciones en total) * i 

Entre los campos de velocidades virtuales r* compatibles con las liga¬ 
duras tales como existen en el instante t y definidas por las fórmulas 
(7.1.1-2), aquellas para las cuales se verifican las relaciones (7.2.4-3) corres- 
ponden a una potência virtual nula para las fuerzas de ligadura de contacto. 
Entre éstas pueden existir algunas que correspondan asimismo a una potên¬ 
cia virtual nula para las fuerzas de ligadura por servomecanismo; suponga- 
mos que sean éstas las que verifiquen, además de las relaciones (7.2.4-3), 
las / relaciones (7.2.4-4) 

7? relaciones aiqi* + ... + ajcqk* — 0 
biqi* + ... + bjcqk* = 0 

j relaciones Aiqi* + ... + Ajcqjc^ = ® 

Biqi* + ... + Bjcqic* = 

El teorema de las potências virtuales aplicado para estos campos de ve¬ 
locidades virtuales se traduce en k — ip + j) ecuaciones independientes. La in- 
troducción de multiplicadores A, ja, A, M ... permite reducir el problema 
a la solución dei sistema formado por las k ecuaciones de Lagrange 


j (7.2.4-4) 


j (7.2.4-3) 


_d 

àt 


át 



— — = Qi Âfli "h f^bi H- ... -\- Á Al “1- MBi j 

^qi 

) (7.2.4-5) 

= Qk + ^cik + pBk + -\-AA]c + MBk + \ 

oqjc 


por las ecuaciones (7.2.4-1) que expresan las ligaduras no holónomas de 
contacto y por las ecuaciones (7.2.4-2) que expresan las ligaduras por servo¬ 
mecanismo; o sea k+p + r ecuaciones para k + p + j incógnitas. 

Cuando r—j, la solución de estas ecuaciones determina el movimiento 
dei sistema. Cuando r es mayor que /, el problema es generalmente imposi- 
ble; esto significa que no se pueden realizar un número de ligaduras por 
servomecanismo superior al número de condiciones que es necesario imponer 
a los parâmetros para anular la potência virtual de las fuerzas de ligadura 
correspondientes. Si r es menor que el movimiento está indeterminado; su 
estúdio no se puede hacer a no ser que se precisen más las fuerzas que 
corresponden a las ligaduras por servomecanismo. 

A título de ejemplo, vamos a tratar el problema siguiente. En un plano 
vertical fijo, (Si) es móvil alrededor de su centro O. Una placa pesada (S) 
está articulada en un punto A a (Si). Se pide estudiar el movimiento dei sis- 
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tema sabiendo que un motor actúa sobre el disco (Si) de manera que se 
realice la ligadura {OA, AG) = 7rf2, designando G el centro de inércia de la 
placa (S). 

Pongamos OA = R, AG = a; designemos por M la masa de la placa (S), 
por Mk^ su momento de inércia con respecto al punto G. El eje Ox está 
dirigido según la vertical descendente, y ponemos a={Ox,OA), p = {Ox,AG), 
La energia cinética T de la placa (2) y la potência virtual dei peso Mg (para 
un campo de velocidades virtuales correspondientes a valores arbitrários 
a*, 4* de las derivadas « y tienen por valores respectivos 

T = \ M { 4“ 2 Raàp cos (a — j8) + } 

— Mg { R sen ocà* + o sen } 


La ligadura de servomecanismo se obtiene para un par motor 

que hace girar el disco (2i). El movimiento dei sistema puede ser deter¬ 
minado por aplicación de las ecuaciones de Lagrange a la placa sola. Como 
la potência virtual de la reacción dei disco sobre la placa es nula cuando se 
realiza la condición a* = 0, la ecuación de Lagrange relativa al parâmetro a 
contiene un multiplicador mientras que la relativa al parâmetro ^ no con- 
tiene ninguno. Se tiene pues 


con 


jd 

dt 





Mga sen/3 


^ = M { + Raôc cos (a — jS) + k'^P^ } 

, P = M/?aà^scn (a —/S). 


Cuando se tiene en cuenta la ligadura de servomecanismo a — p=Tr /2, la 
ecuación de Lagrange relativa al parâmetro jS se escribe en la forma (7.2.4-6) 
que determina el movimiento: 


(a2 + — Ra$^ + ga sQnp=0 (7.2.4-6) 


Si se toma como función desconocida y /S como variable, la ecuación 
7.2.4-6 se conviérte en lineal y se integra en la forma (7.2.4-7), suponiendo 
que en el instante inicial se tenga ^ = 0, 




_ mg cos ^ 
^ 2R 1 


2Ra^^ -h ga sen 
wsen/3 ^mg 1 






(7.2.4-7) 


con m = 2Ra/{a^ + k^). Los únicos valores que puede tomar el ângulo /3 son 
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aquellos para los cuales el segundo miembro de la ecuación (7.2.4-7) es po¬ 
sitivo. Si Po es pequeno, o sea 


< 


mg 1 + 

2 r 1 + ’ 


P oscila entre dos valores. Si es grande, mayor que el valor prece¬ 
dente, ^ aumenta indefinidamente con el tiempo. 

Si la ligadura a~p=’ír/2, en lugar de ser realizada por servomecanismo, 
fuese una ligadura de contacto entre (^) y (Si), el movimiento seria pendu¬ 
lar, y estaria regido por la ecuación siguiente, en Ia cual Ii designa el mo¬ 
mento de inércia dei disco (Si), con respecto al punto O: 


{MiR^ + + k^) + Ii} P Mg{a sen 13 + Rcos /3) = 0 



§ 7,3. Estabilidad de los equilíbrios 

7.3.1. Caso en que las fuerzas derivan de un potencial, — Dada una 
posición de equilibrio, designemos por a, b, c las coordenadas de un elemen¬ 
to de matéria en esta posición, y por x, y, z las coordenadas dei mismo 
elemento de matéria en una posición cualquiera. Se llama separación dei 
sistema con respecto a su posición de equilibrio la cantidad E definida por 
la relación (7,3.1-1). El equilibrio se dirá que es estable si se pueden tomar 
la separación inicial Eq y la energia cinética inicial Tq suficientemente pe¬ 
quenas para que, en el curso dei movimiento, la separación E se mantenga 
inferior a un número e dado. 


E = 



(y — + (^ — } d/n (7,3,1-1) 


dV _ BV 
õqi ’ dq 2 



(7.3.1-2) 
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Consideremos un sistema que no presente más que ligaduras holónomas, 
sin rozamiento e independientes dei tiempo; la posición dei sistema está 
determinada por k parâmetros qu q 2 , •••? Çk que se pueden suponer nulos 
en la posición de equilibrio cuya estabilidad vamos a estudiar. Se supone 
que las fuerzas dadas dependen de un potencial V, nulo igualmente en la 
posición de equilibrio. Las posiciones de equilibrio están definidas por las 
condiciones (7.3.1-2) las cuales expresan que el potencial es estacionário. 
Vamos a demostrar el resultado siguiente: 

Teorema, — Si el potencial es mínimo estricto, el equilibrio es estable. 

Cuando la separación es nula (posición de equilibrio), el potencial es 
nulo. Cuando la separación tiene valor positivo E—e, el potencial no es 
nulo y tiene una cota inferior 2a; puesto que el potencial es continuo, el 
valor 2a se alcanza y puesto que el mínimo es estricto, no es nulo. La inte¬ 
gral de la energia cinética 

T + V = To + Vo 

implica en el curso dei movimiento la desigualdad V<To + Vol siempre se 
puede elegir la separación inicial suficientemente pequena para que se tenga 
Eo<^ y Vo<a, y las velocidades iniciales suficientemente pequenas para 
que se tenga To<a. En estas condiciones, se tiene, en el curso dei movi¬ 
miento, V<2a, de modo que la separación no podrá alcanzar nunca el va¬ 
lor E para el cual se tiene V ^ 2a. De la integral de la energia cinética se 
deduce la desigualdad T ^ 2a de la cual se puede concluir que, en el curso 
dei movimiento, las derivadas qi permanecen inferiores a cotas infinitamente 
pequenas al mismo tiempo que a, En efecto, T es una forma cuadrática 
(función homogénea de segundo grado) con respecto a las q. Si, en el espa- 
cio de las q, tomamos coordenadas esféricas p = {tq^y'^^ y s vector unitário 
de componente qi/p, se tiene 

T = X{qu ... gk, s) 

Como T no puede ser nula a no ser que todas las qi sean nulas, A es una 
función estrictamente positiva. Como A es una función continua en el con¬ 
junto compacto de las qi,s, admite una cota inferior positiva C. Se tiene pues 

T ^ CY. Cq^. 

Si el sistema, además de las fuerzas que derivan dei potencial V, está 
sometido a fuerzas perpendiculares a las velocidades (fuerzas de inércia 
complementarias, por ejemplo), la conclusión subsiste. En el caso dei roza¬ 
miento, la conclusión subsiste cuando las resistências son directamente 
opuestas a las velocidades, porque la integral de la energia cinética se es- 
cribe entonces 

T + V = To + Vo + (cantidad negativa). 
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Finalmente, conviene senalar que, si ciertos parâmetros no figuran en la 
expresión dei potencial, no puede haber mínimo estricto. 

El teorema que acabamos de establecer, debido a Lejeune Dirichlet, ha 
podido ser obtenido esencialmente por las dos razones siguientes: l.°, el 
tiempo no figura explícitamente en las ecuaciones dei movimiento; 2 .°, estas 
ecuaciones admiten una integral primera. Estas observaciones son el funda¬ 
mento de una generalización debida a Liapunof y que vamos a exponer: 

Un sistema de ecuaciones diferenciales puede ser siempre reducido al 
primer orden. Cuando la variable, que identificaremos al tiempo, no figura 
en las ecuaciones explícitamente, se dice que el sistema es autónomo. Con¬ 
sideremos un sistema autónomo escrito en la forma 

i = X(x) (7.3.1-3) 

y supongamos que el segundo miembro se anule en un cierto punto que 
tomaremos como origen; se obtiene entonces X(0) = 0 y la ecuación ( 7 . 3 . 1 - 3 ) 
tiene la solución constante a: = 0 . 

Nos proponemos establecer condiciones suficientes de estabilidad de la 
solución x = 0 de la ecuación ( 7 . 3 . 1 - 3 ). 

Con este fin definamos como función definida positiva toda función es¬ 
calar Vix) que tenga las propiedades siguientes: 

a) V{x) es continua, así como sus derivadas parciales primeras en un 
cierto abierto que contiene al origen. 

b) ViO) = 0 . 

c) Fuera dei origen (y en O), V(x) es positiva. 

La función Vix) tiene en el origen un mínimo estricto. A la función 
Vix) asociamos la nueva función 

Vix) = Xix) • V grad(jc) (7.3.1-4) 

Dadas estas defmiciones, vamos a demostrar el teorema siguiente: 

«Si es posible asociar a la función Xix), una función definida positiva 
Vix) tal que se tenga en 

Vix) ^ 0 

la solución x = 0 de la ecuación (7.3.1-3) es una solución estable.» 

En efecto, consideremos un número e positivo,-suficientemente pequeno 
para que los puntos \x\ = e pertenezcan a O; para estos puntos la función 
Vix), cuya existência se supone en el enunciado dei teorema, no es nula y 
tiene una cota inferior k. Puesto que la función Vix) es continua, alcanza 
el valor k, y puesto que el mínimo ViO) es estricto, el valor de k es posi¬ 
tivo. Si designamos por xq el valor de x para í = 0, para toda solución 
xit) de la ecuación (7.3.1-3) se tiene 

Vix) < Vixo) para t ^ 0 

X • grad V = X* grad V ^ 0 


puesto que 
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Resulta de ello que si se elige | xq \ suficientemente pequeno, para que 
se tenga y(:ro) \ x \ permanece inferior a £, lo que establece la estabi- 

lidad de la solución a: = 0 . 

Sin entrar en detalles de teorias muy importantes (i) indicamos que la 
existência de funciones análogas a V(x) permite establecer condiciones sufi¬ 
cientes de inestabilidad, y que por construcción de tales funciones, es siem- 
pre posible decidir si una posición de equilíbrio es estable o inestable. 


7.3.2, Ecuaciones de los pequenos movimientos. — Siendo estable una 
posición de equilibrio, sabemos que, para valores pequenos de las qi y g,-, 
estas magnitudes se mantendrán pequenas durante el movimiento. Se obten- 
drán, pues, ecuaciones diferenciales aproximadas para la determinación de 
los movimientos considerando en ellas las qi y qi como infinitésimos de pri- 
mer orden y suprimiendo en las ecuaciones de Lagrange todos los términos 
de orden superior al primero. Esto conduce en primer lugar a despreciar 
en la expresión dei potencial V los términos de orden superior a dos. 


d 

út 


2T 

= 2 

Aij qiÇj 




2V 

II 

bij qiq] + 

/0r\ 

ar 

dV 

UíJ 

9?i 

dqi 


(7.3.2-1) 


(7.3.2-2) 



Como el determinante Aij | no es nulo, las Oi son infinitésimos de pri¬ 
mer orden, de modo que se pueden reemplazar los coeficientes por sus va¬ 
lores aij calculados para la posición de equilibrio. Así se obtiene el sistema 
de ecuaciones lineales de coeficientes constantes (7.3.2-3), que se escribe en 
la forma (7.3.2-4) cuando se introducen las dos matrices cuadradas 
^={bii) y la matriz de una columna Q = {qj). 


2 "y + 2 ^ (7.3.2-3) 

} } 


d^Q 

A — + B Q = 0 (7.3.2-4) 


(U Véase ^tahility hy Liapunov^s Direct Method icith Applications, La Salle y Lef- 
sclietz. 
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Como el determinante | a/y | no es nulo, la matriz A admite una inver¬ 
sa Las matrices A y B son reales y simétricas, y la matriz A es la de 
una forma cuadrática definida positiva. A dos matrices cuadradas reales A 
y B, se pueden asociar números X (llamados valores propios generalizados) 
y vectores X (llamados vectores propios generalizados) tales que 

— XAX +BX = 0 (7.3.2-5) 

En el caso en que las matrices A y B son simétricas y la matriz A es defi¬ 
nida positiva, que es el casò actual, los valores propios generalizados son 
todos reales (i), y a un valor propio generalizado cuyo orden de multipli- 
cidad es s, correspondeu s vectores propios generalizados linealmente inde- 
pendientes. La relación (7.3.2-5) se puede escribir 

A~^BX = XX, (7.3.2-6) 

lo que indica que la investigación de los valores propios generalizados Aj 
se reduce a la de los valores propios de la matriz A~^B. Puesto que los va¬ 
lores propios generalizados A/ son todos reales, la matriz A~^B es diagona- 
lizable por medio de una transformación lineal cuya matriz S={sij) es real. 
Cuando se efectúa la transformación Q=SP, la ecuación (7.3.2-4) se escri- 
be en la forma (7.3.2-7), en que las pi representan las componentes dei vec- 
tor P, mientras que las A/ son los valores propios de la matriz A~^B. 

^ + \pi = 0 (7.3.2-7) 

Los valores propios A/ son todos reales y, como el equilibrio se supone 
estable, son todos positivos, porque a un valor propio negativo correspon- 
derían parâmetros que aumentan indefinidamente con el tiempo. Se puede, 
pues, poner Xí=(iíí^ y escribir la solución general dei sistema (7.3.2-7) en la 
forma (7.3.2-8) y la dei sistema (7.3.2-4) en la forma (7.3.2-9); el número 
de las constantes de integración C/ y r/ es igual a 2fc. 

Pi = Q cosojiit — Ti) {132-%) 

2 Sji Cl cos oji{t — n) (7.3.2-9) 

I 

La solución particular (7.3.2-9) para la cual todas las constantes C son 
nulas a excepción de una sola Ci se llama vibración propia dei sistema. En 
esta vibración todos los elementos tienen la misma pulsación w/ y también 
la misma fase t/. Cuando el valor propio tiene el orden de multiplicidad 
p, da lugar a p vibraciones propias independientes, cada una de las cuales 
introduce dos constantes arbitrarias C y r. 

La investigación de los parâmetros pi, llamados parâmetros normales, se 
reduce a la diagonalización de la matriz A~^B. 


(0 Véase Methods of appUed mathematics, F. Hildebrand, págs. 74-80. 
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13JS. Estabilidad de los osciladores lineales. — En ausência de poten¬ 
cial, no se puede utilizar la condición suficiente de estabilidad precedente¬ 
mente establecida. Siempre es posible hacer que correspondan a las ecua- 
ciones de Lagrange, nuevas ecuaciones llamadas linealizadas, obtenidas 
considerando que las cantidades qu qu qt son infinitésimos de primer orden 
y despreciando los infinitésimos de orden superior. Se obtienen las ecuacio¬ 
nes (7.3.3-1) en las cuales los coeficientes aij, bij y eij son constantes; la ma¬ 
triz A = {ai}) es simétrica, pero, contrariamente al caso de las ecuaciones 
(7.3.2-3), la matriz B — no es simétrica y pueden introducirse términos 
Cij qj cuando las fuerzas dadas dependen de las velocidades. Los sistemas 
cuyos movimientos están definidos por las ecuaciones ( 7 . 3 . 3 - 1 ) se llaman 
osciladores lineales 

= — bij qj — eu gj (7.3.3-1) 

Las ecuaciones (7.3.3-1) tienen soluciones de la forma 

qt = Pi 

Las constantes pi verifican el sistema (7.3.3-2) que no tiene solucion no 
nula más que para los valores de s raíces de la ecuación ( 7 . 3 . 3 - 3 ) llamada 
ecuación característica. 

k 

2 + eq s + 6 * 7 ) p; = 0 (7.3.3-2) 

í-i 

D{s) = I üij + ei^ s + bij\ =0 (7,3.3-3) 

A una raiz simple de la ecuación característica D{s) = 0 corresponde una 
solucion definida salvo un factor constante. Una raiz múltiple da soluciones 
en las cuales pueden intervenir polinomios en t. Por combinación lineal ho¬ 
mogénea de las soluciones correspondientes a las diversas raíces de la ecua¬ 
ción Dis)=0, se obtiene la solucion general. Ésta contiene expresiones de 
la forma 

QSt ; 

cuando el tiempo aumenta indefinidamente, estas expresiones tienden a cero 
si la parte real dei exponente es negativa y aumentan indefinidamente si la 
parte real de dicho exponente es positiva. 

De estas consideraciones se deducen los resultados relativos a la estabi¬ 
lidad de los osciladores lineales. Hay que distinguir tres casos: 

1) Todas las raíces de la ecuación característica tienen su parte real 
negativa: el equilíbrio es estable. 

2) Una (por lo menos) de las raíces de la ecuación característica tiene 
su parte real positiva: el equilíbrio es inestable. 

3) Ninguna raiz de la ecuación característica tiene su parte real positi¬ 
va, pero por lo menos una tiene su parte real nula. Las soluciones particu- 
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lares correspondientes a una raiz imaginaria pura s=:icú de orden q son de 
la forma 

P(r), 

donde Pit) designa un polinomio de grado q —1 a lo más, cuyos coeficientes 
dependen linealmente de q constantes arbitrarias. Hay que considerar dos 
casos: 

a) Todos los polinomios asociados a las raíces cuya parte real es nula 
son de grado cero; el equilibrio es estable. 

b) Uno (por lo menos) de los polinomios asociados a las raíces cuya 
parte real es nula es de grado superior o igual a 1; el equilibrio es inestable. 

Por lo tanto el estúdio de la estabilidad se reduce al de la parte real de 
las raíces de una ecuación algebraica de coeficientes reales. Escribiremos 
esta ecuación en la forma (7.3.3-4) en la cual el coeficiente se supone 
positivo. Si se descompone /(z) en un producto de factores de primer grado 
y se agrupan los factores que correspondeu a raíces complejas conjugadas, 
se obtiene la forma (7.3.3-5). 

/(^) = flo + aiz + n2z2 + ... + ünz^ = 0 (7.3.3-4) 

f(z) = an(z + yi) (z + ya) ... { (z + ai)2 + }... (7.3.3-5) 

Supongamos que todas las raíces de la ecuación /(z) = 0 tengan sus partes 
reales negativas. De la fórmula (7.3.3-5) resulta que todos los coeficientes de 
fiz) son positivos. Designemos por g(z) = 0 la ecuación que admite por raíces 
las sumas dos a dos de las raíces de la ecuación /(z) = 0; el coeficiente dei 
término de grado máximo en g(z) se toma positivo. Las raíces de la ecuación 
g(z)=0 tienen todas sus partes reales negativas, luego todos los coeficientes 
de g(z) son positivos. 

Recíprocamente, si los dos polinomios /(z) y g(z) tienen todos sus coe¬ 
ficientes positivos, las raíces de la ecuación f(z) = 0 tienen todas sus partes 
reales negativas. En efecto, siendo fiz) y g(z) sumas de términos de coeficien¬ 
tes positivos, no pueden anularse para valores reales y positivos de z; ade- 
más, a una raiz compleja a + i^ de fiz), corresponde la raiz conjugada 
“ — y> para g(z), la raiz real 2a que no puede ser positiva. 

En el caso de la ecuación de tercer grado, para que las tres raíces tengan 
su parte real negativa es necesario y suficiente que los coeficientes sean todos 
dei mismo signo y que se satisfaga la desigualdad (7.3.3-6). En el caso de la 
ecuación de cuarto grado se obtiene la desigualdad (7.3.3-7). En el caso de 
la ecuación de quinto grado se obtienen las desigualdadas (7.3.3-8). 


ao «3 — aia2 < 0 
asiao as — ai 02) + ai^ < 0 
— (flo as — ai a 2 ) ia 2 05 — as 04 ) + (ízq as — ai 04)2 < 0 

— ^3 <^4 < 0 


(7.3.3-6) 

(7.3.3-7) 

j (7.3.3-8) 


a2 as 







[§ 7 . 3 ] 


ESTABILIDAD DE LOS EQUILÍBRIOS 


189 


Ocurre frecuentemente que la ecuación característica no condene más 
que las potências pares de Ia incógnita z; se Ia puede interpretar como una 
ecuación en Los valores de la incógnita son opuestos dos a dos; por 
tanto no es posible que todas las partes reales sean negativas. No obstante 
es posible que todas las partes reales sean nulas; para que así sea es necesa- 
rio y suficiente que la ecuación en z- tenga todas sus raíces reales y nega¬ 
tivas. 


7.3.4. Estúdio general de la estabilidad. — Las posiciones de equilibrio 
de un sistema están determinadas por las soluciones de las ecuaciones dei 
movimiento para las cuales todos los parâmetros son constantes. Siempre es 
posible «linealizar» las ecuaciones dei movimiento en la proximidad de una 
posición de equilibrio (5o); las ecuaciones obtenidas son las de un oscilador 
lineal (L) asociado a la posición de equilibrio (5o). La estabilidad de la po- 
sicion de equilibrio está relacionada con la dei oscilador lineal asociado. 
Se demuestra y, nosotros lo admitiremos, el teorema siguiente, debido a 
Liapunof (i): 

Si todas las raíces de la ecuación característica dei oscilador lineal (L) 
tienen su parte real negativa, la posición de equilibrio (5o) es estable. Si una 
(por lo menos) de las raíces de la ecuación característica dei oscilador lineal 
(L) tiene su parte real positiva, la posición de equilibrio (5o) es inestable. 

En el caso en que ninguna de las raíces de la ecuación característica dei 
oscilador lineal (L) tenga su parte real positiva, mieníras que una (por lo 
menos) de estas raíces tiene su parte real nula, el teorema de Liapunof no 
permite conocer la estabilidad de la posición de equilibrio (5o). Es fácil 
construir un ejeniplo en el cua] la posición de equilibrio (So) y el oscilador 
lineal (i) tienen estabilidades diferentes; tomemos un sistema cuya posición 
depende de dos parâmetros independíentes q^ y q^, Supongamos que exista 
un potencial V tal que 

2V g 4 

y que la energia cinética T es tal que 

2T = qi^ + 

La posicion qi — ^2 — 0 es de equilibrio estable puesto que el potencial es 
mínimo estricto para esta posición; el oscilador lineal (L) asociado a esta 
posición de equilibrio está definido por las ecuaciones qi + qi = 0 y ^2 — 0; 
estas ecuaciones determinan un equilibrio inestable. 

Los únicos casos en los cuales el teorema de Liapunof permite conocer 
la estabilidad de una posición de equilibrio correspondeu a sistemas en los 
cuales no hay conservación de la energia. En particular, cuando se desprecia 


(0 A. Liapunof, Publicaciones de 
ción francesa publicada en los Annales 
rie, imgs. 5-116 (1904). 


la Sociedad Matemática de Karlov (1892) 
de la Faculté des Sciences de ^Tonlouse, t. 


. Traduc- 
6, 2.3 se- 





190 


MECÂNICA ANALÍTICA 


[§ 7 . 3 ] 


el rozamiento, o cuando los rodamientos tienen lugar sin resbalamiento, el 
teorema de Liapunof no permite estudiar la estabilidad de un equilíbrio. 

En el caso en que no sea aplicable el teorema de Liapunof todavia es 
posible determinar si una posición de equilíbrio es estable o inestable. Para 
efectuar esta determinación es necesario^ en el estúdio de las ecuaciones dei 
movimiento en la próximidad de la posición de equilíbrio, tomar en consi- 
deración no solo los términos líneales, sino también los de orden superior. 
El gran número de casos que pueden presentarse no permite enunciar un 
teorema único que sirva para conocer la estabilidad. Vamos a indicar, sin 
demostración, las conclusiones relativas a dos casos particulares. 

l.“ Caso en que la ecuación característica dei oscilador lineal (L) tiene 
una (y solo una) raiz nula, teniendo todas las otras raíces su parte real nega¬ 
tiva. Las ecuaciones dei movimiento que corresponde a este caso se pueden 
escribir en la forma síguiente: 

jc = 

Xi = üijxj + üiX + Xi 

i=h 2, ..., n. Los coeficientes üíj y ai son constantes reales Las cantidades 
X y Xi son funciones reales supuestas holomorfas de las variables x y xr, 
son independientes dei tiempo y sus desarrollos en serie comienzan por tér¬ 
minos de segundo orden por lo menos. Las raíces de la ecuación caracterís¬ 
tica dei sistema 

Xi = üijXj 

tienen todas su parte real negativa. 

Para determinar la estabilidad de la posición de equilíbrio x=Xi=0 dei 
sistema cuyo movimiento está definido por las ecuaciones (7.3.4-1), se co- 
mienza por resolver el sistema de n ecuaciones con n incógnitas (;cí): 

GijXj + aix + Xi =0 

Designando la solución por xí = Uí(x), se substituyen en la función 
X(x, :v:í) las variables Xi por uâa:). Así se obtiene una función de la única va- 
riable x: 

Z{x) = X{x, ui(x) } 

nula con x, y se asocia al sistema (7.3.4-1) la ecuación 

= Z{x) (7,3.4-2) 

de la que ha sido estudiada la estabilidad de la solución x = 0 en la sec- 
ción 6.3.2. Entonces se demuestra el teorema siguiente (i) que nosotros 
admitiremos: 


j (7.3.4-1) 


(‘) Vihrations non lí/néaires et théorie de la stahilité, M. lioseau. 
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La solución x=Xi=0 dei sistema (7.3.4-1) y la solución a:=0 de lá 
ecuación (7.3.4-2) tienen la misma estabilidad, 

2.° Caso en que la ecuación característica dei oscilador lineal (L) tenga 
dos raíces imaginarias puras, teniendo todas las otras raíces su parte real 
negativa. Las ecuaciones dei movimiento que correspondeu a este caso se 
pueden escribir en la forma siguiente: 

x= — Xy + X, y = Xx+Y , 1 

+ ociX + ^iy + Zi j 

(í,= l, 2, n); A designa una constante positiva. 

Las cantidades X, Y, Z* son funciones reales supuestas holomorfas de las 
variables x, y y Zi\ son independientes dei tiempo y sus desarrollos en serie 
comienzan por términos de segundo orden por lo menos. Las raíces de la 
ecuación característica dei sistema 


Zi == QijZj 

son todas de parte real negativa. 

Para determinar la estabilidad de la posición de equilíbrio x^y = Zi = 0 
dei sistema cuyo movimiento está definido por las ecuaciones (7.3.4-3) se 
comienza por efectuar el cambio de variables dependientes x=r cos 9^ 
y = r sen 0 y por eliminar el tiempo; así se obtienen las ecuaciones siguientes: 


dzi 

= bijZj + ai cos 6 + sen 0 + Qi 

Las cantidades R y Qi representan funciones holomorfas de las variables 
r, Zi cuyos coeficientes son funciones enteras y racionales de cos 0 y sen 0, 
Los términos de menor grado son de grado uno por lo menos en R y de 
grado dos por lo menos en Qí. Si el sistema (7.3.4-4) admite una solución 
periódica, la solución x=y=Zi=0 dei sistema (7.3.4-3) es estable. 

Si el sistema (7.3.4-4) no admite solución periódica se procurará satis- 
facerlo por series de la forma 

I r = cwd) + + cW + ... 

I z = cwí(i) + + ... 

(r'=l, 2, ..., n); c designa una constante arbitraria; 

los coeficientes son funciones de 0, Introduciendo estos desarrollos 

en las ecuaciones (7.3.4-4) e identificando según las potências crecientes de c, 
se obtiene una sucesión infinita de ecuaciones diferenciales que pueden ser 


1 

I (7.3.4-4) 



192 


MECÂNICA ANALÍTICA 


integradas una tras otra. A las soluciones de estas ecuaciones se les impondrá 
siempre que sea posible la condición de ser funciones periódicas de 0 de 
período Itt. En un momento dado ya no podrá ser así; porque se obtendrá 
una función de la forma 

u^(d) =ge + viO) 

donde g designa una constante no nula y v{0) una función periódica de pe¬ 
ríodo Itt. La estabilidad de la solución x = y=Zi=0 dei sistema (7.3.4-3) 
depende dei signo de g: 

para g<0 hay estabilidad 

para g>0 hay inestabilidad. 

Sin que sea posible exponer un método general, indicamos que métodos 
análogos permiten determinar la estabilidad de una posición de equilibrio 
en todos los casos en que no es aplicable el teorema de Liapunof. 


7.3.5. Estabilización de los equilíbrios. — Considerando un sistema en 
equilibrio vamos a estudiar la influencia sobre la estabilidad de fuerzas (S) 
perpendiculares a las velocidades. El sistema (2) está definido por un campo 
de vectores X dado y cada elemento de matéria está sometido a la fuerza 
XxF dm. La potência virtual de estas fuerzas en el campo de velocidades 
virtuales introducido en el establecimiento de las ecuaciones de Lagrange 
está dada por la fórmula (7.3.5-1) o por la fórmula (7.3.5-2). 



BM \ 

2 

} 

qk + ej) q* 

-JJK-S) 

BM 

oqj 

r r r /Bm bm) 
~ J J J ^ 

1 * X dm 

"-ílfhf) 

0M 

■ — dm 
cqj 

e> = f(ít^ X 

J J J \ õqjj 

( • X 


(7.3.5-1) 


(7.3.5-2) 


I 


; (7.3.5-3) 


Las ecuaciones eu constituyen los elementos de una matriz antisimétrica 
y la introducción de las fuerzas {%) permite, en el caso de osciladores linea- 
les, convertir en estables equilíbrios inicialmente inestables. Las fuerzas (2) 
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se llaman giroscópicas. Si una posición de equilíbrio es estable, la introduc- 
ción de fuerzas giroscópicas no modifica la estabilidad; si una posición de 
equilíbrio presenta un número impar de grados de inestabilidad, la intro- 
ducción de fuerzas giroscópicas no modifica la inestabilidad; finalmente, si 
una posición de equilíbrio presenta un número par de grados de inestabi¬ 
lidad, es posible hacerla estable por la introducción de fuerzas giroscópicas 
convenientemente elegidas. 

Para establecer estos resultados supondremos la existência de parâmetros 
normales Qí, y escribiremos las ecuaciones dei movimiento después de haber 
elegido como parâmetros los parâmetros normales. Las ecuaciones, que son 
lineales, pueden escribirse en la forma (7.3.5-4) en ausência de fuerzas gi¬ 
roscópicas y en la forma (7.3.5-5) en presencia de fuerzas giroscópicas. 
Desarrollaremos la demostración para el caso de dos parâmetros. Si ponemos 
^i 2 =—= la ecuación característica D(s) —0 se escribe en una de las 
formas (7.3.5-6); es una ecuación de segundo grado en s^; la estabilidad 
exige que las dos raíces en sean reales negativas. 


+ Ui Çi = 0 
Çi Ui Çi = 

J 


m = 


+ ui 
es 


— es 
+ «2 


= 0 


+ (mi + W2 + e^) S^ -f UxU2 = 0 


(7.3.5-4) 

(7.3.5-5) 


(7.3.5-6) 


Si Wi y «2 son positivas (estabilidad en ausência de fuerzas giroscópicas) 
la ecuación característica tiene dos raíces en reales negativas cualquiera 
que sea de modo que la introducción de fuerzas giroscópicas conserva 
la estabilidad. 

Si Ui y 1/2 tienen signos contrários (inestabilidad para uno de los parâ¬ 
metros en ausência de fuerzas giroscópicas), la ecuación característica tiene 
dos raíces en de signos contrários cualquiera que sea e^, de modo que 
la introducción de fuerzas giroscópicas conserva la inestabilidad. 

Si Ui y U 2 son negativas (inestabilidad para los dos parâmetros en ausên¬ 
cia de fuerzas giroscópicas), es posible elegir de manera que las dos 
raíces en de la ecuación característica sean reales y negativas; es necesario 
y suficiente para esto que sea satisfecha la desigualdad (7.3.5-7). En este 
caso, la introducción de fuerzas giroscópicas convenientemente elegidas per¬ 
mite hacer el equilíbrio estable. 


+ wi «2 > 2 \/uiU2 


(7.3.5-7) 


La extensión de la demostración al caso de un sistema dependiente de 
un número cualquiera de parâmetros no presenta dificultades. Teniendo las 
ecuaciones de Lagrange la forma (7.3.5-4), con í=1 , 2, ...-s «, los diversos 
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grados de libertad serán estables o inestables según el signo de los coeficien¬ 
tes Ui. Haya o no fuerzas giroscópicas, el producto U 1 U 2 ... u„ representa el 
término constante en la ecuación característica D(s) = 0. Si el sistema tiene 
un número impar de grados de inestabilidad, el producto U 1 U 2 ... Un es ne¬ 
gativo y la ecuación característica tiene siempre por lo menos una raiz 
positiva en s^, de modo que la introducción de fuerzas giroscópicas no puede 
conducir a la esíabilidad. Si el sistema posee un número par de grados de 
inestabilidad, siempre se podrán acoplar las ecuaciones de Lagrange de dos 
en dos, por términos giroscópicos que satisfagan la condición (7.3.5-7); por 
lo tanto la estabilización será posible. 


§ 7.4. Ejemplos de pequenos movimientos 


7.4.1. Pequenas oscilaciones dei pêndulo múltiple. — Se llaman peque¬ 
nos movimientos de un sistema en la proximidad de una posición de equilí¬ 
brio estable los movimientos dei oscilador lineal asociado a la posición de 
equilíbrio. Consideraremos (n-|-l) puntos pesados Aq, Ax, ... A„ que tienen 
la misma masa y están unidos entre sí por n varillas de la misma longitud 
y de masas despreciables. El punto Aq está fijo y las articulaciones son sin 
rozamiento. El valor común de las masas de los puntos y la longitud común 
de las varillas se designan respectivamente por M/n y L/n. 

Se designa por 9^ el ângulo que forma la varilla Aq-xAq con la vertical 
descendente y por Xq e y, las coordenadas dei punto Aq (siendo vertical y 
estando orientado bacia abajo el eje de las x, horizontal el eje de las y, 
y estando todos los puntos situados en el plano xy). La energia cinética, la 
función de fuerzas y las ecuaciones de Lagrange se escriben de la manera 
siguiente: 



(7.4.1-1) 


í (7.4.1-2) 


— sen Of V - -f cos0r V - yq = — g sení^ V - 
Q=r q=r " 


(7.4.1-3) 


La posición 9i — ^2 — ••• — ^«=0 es una posición de equilibrio estable. 
Las ecuaciones dei oscilador lineal asociado se escriben en la forma (7.4.1-4). 
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Puesto que la posición de equilíbrio es estable, se pueden buscar las solucio¬ 
nes directamente en la forma 


9i = Ai cosa>(í — Ti), 

designando Ai y constantes de integración. Si se pone L<a^=ngs, el coe¬ 
ficiente numérico s es solución de la ecuación (7.4.1-5). 

n 

2 { « + 1 — max (íj) } 6} = — y (n + 1 — i) 0,- (7.4.1-4) 

Dnis) s 1 + ci ^ + d ^ + ... + = 0 (7.4.1-5) 

1 ! 2! n\ 

Se obtienen n períodos propios T, proporcionales al período 
dei pêndulo simple de longitud L. El coeficiente de proporcionalidad está 
comprendido entre cero y uno. El movimiento general se obtiene por adición 
de las oscilaciones fundamentales que correspondeu a los períodos propios. 


T 

Valores dei cociente 

2^{Ligr^ 



n = I 

« = 2 « = 3 

rt = 4 

w = infinito 

1,00000 

0,92387 0,89538 

0,88041 

0,83166 


0,38268 0,38117 

0,37839 

0,36231 


0,23020 

0,23509 

0,23111 



0,16312 

0,16961 


0,13395 


7,4^. Pequenas oscflacioaes de un hilo pesado. — Cuando el número 
n aumenta indefinidamente, las masas se identifican por su abscisa curvilí- 
nea. Las ecuaciones de Lagrange se escriben en la forma (7.4.2-1) de la cual 

L L 

x{o,t) á(j + COS 0(s,t) J y(<yj) da 

s 

= — g sen 0(5,/) j da , (7.4.2-1) 

(T 

x{a,t) = J cos0(m,/) dw , = 

0 0 
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L a- 

C 02 

J B(u,t) áu = — g[L — s) d{s,t) (7.4.2-2) 

J 0 

se deduce la ecuación (7.4.2-2) en el caso de pequenos movimientos alre- 
dedor de la vertical descendente. 

Para integrar la ecuación íntegro-diferencial precedente, se pueden bus¬ 
car soluciones particulares de la forma 

e(sfy = A{s) B(t). 

Para la función B{t) se obtiene la ecuación diferencial 

= 0 


en la cual w designa una constante y, para la función A(s), la ecuación inte¬ 
gral (7.4.2-3) de la cual se deduce la ecuación diferencial (7.4.2-4) por dos 
derivaciones. Para integrar estas ecuaciones se introducen las funciones de 
Bessel /o(w) y ]x{u). 


{L — s) A{s) 


Li (T 

-JÍH 


A(u) du = 0 


ilA.2-3) 


Mu) = 


Mu) = 


d2 Cü2 

— {(L - í) A(s) } + — ^(í) = 0 

dy2 g 

“ U/ ^ ^ \2/ ~ 

U í 1 /«\2 1 /m4 

2 l ^ ~ Tí^ \2/ liv. \2/ ~ 


(7.4.2-4) 


(7.4.2-5) 


Efectuando el cambio de variables independiente y dependiente definido 
por las fórmulas (7.4.2-6), se obtiene la ecuación (7.4.2-7) de la cual la 
única solución regular en el origen es (salvo un factor constante) /i(w). 
Cuando se introduce el valor correspondientç de la función A(s) en la ecua¬ 
ción integral (7.4.2-3), se obtiene, teniendo en cuenta las identidades 
/'o=—/i y (w Jiy = uJo, la condición (7.4.2-8) que determina los períodos 
propios dei hilo. 

„ = , .W = 

\ g / u 

„ d^v dy 

t 4 + M / + («2 - 1 ) >- = 0 


(7.4.2-6) 

(7.4.2-7) 


/o(2cü ■s/Llg) = 0 



(7.4.2-8) 
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j\ = 2,404 825 6 
jz = 5,520 078 1 
js = 8,653 727 9 


COSCüní + sencüní) 


Jn — nn — 7t/4 

A [2.. 


n=l 




i^r 


(7.4.2-9) 


Como la ecuación (7.4.2-2) es lineal, se puede tomar para 0{s,t) una serie 
uniformemente convergente de soluciones particulares, fórmula (7.4.2-9). 
Q Q Q El problema de la determinación de 

los pequenos movimientos dei hilo 
está terminado porque es posible ele- 
gir los coeficientes y de manera 
que el hilo tenga en el instante inicial 
una forma dada y una distribución de 
velocidades dadas. Se podrán consul¬ 
tar los tratados sobre funciones de 
Bessel para la demostración de este 
último resultado. 

Las figuras 7.4.2 representan tres 
soluciones particulares para las cuales 
todos los coeficientes y pn son nulos 
a excepción de uno solo, « 5 . En la figu¬ 
ra a, se tiene s=l; en la figura b, se 
tiene 5 = 2 ; en la figura c, se tiene 
5 = 3. 


\ 


(a) 


(b) 


(c) 


Fig. 7.4.2. - Oscilaciones de un hilo pesado. 


7.4.3. Movimientos próximos a uno estacionário. — La teoria de los 
pequenos movimientos puede ser utilizada no sólo en el estúdio de los mo¬ 
vimientos que se aproximan a un estado de equilibrio, sino igualmente en 
el estúdio de movimientos próximos a un movimiento dado. 

La posición de un sistema depende de k parâmetros qi, q 2 , qk, con¬ 
sideraremos un movimiento definido por las funciones qi=fi{t). Para estudiar 
los movimientos próximos, pondremos 

Íí = /í(0 + 

y formaremos las ecuaciones diferenciales que determinan las funciones ei{t). 
Considerando las £i, £i, 'èi como infinitésimos de primer orden, en las ecuacio¬ 
nes se desprecian los infinitésimos de orden superior a 1 . De esta manera se 
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obtienen ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden cuyos coeficien¬ 
tes dependen en general dei tiempo. Si, mediante una elección conveniente 
de los parâmetros, es posible hacer que desaparezca el tiempo, los coeficien¬ 
tes son constantes y la integración es clásica; entonces el movimiento inicial 
se Uama estacionário. 

A título de ejemplo, vamos a estudiar el movimiento de un punto pesado 
sobre una superfície de revolución cuyo eje Oz es vertical ascendente. La 
ecuación de la superfície en coordenadas semipolares (r,9,z) es z=f(r). 
La energia cinética T, la función de fuerzas U y las ecuaciones de Lagrange 
se escriben en la forma siguiente: 

2T = m {r^ [I -f /'2(r)] + r2^ } 

U = — mgf(r) 

^ (1 + n)) - fTf" - r ^2 = _ ^ 

at 

Las ecuaciones de Lagrange tienen la solución r=ro, 0 = designando 
To y ^0 dos constantes tales que 



) (7.4.3-1) 


ra ^ 0 ^ = gfXro). 

Para estudiar los movimientos próximos al movimiento así definido, que es 
un movimiento sobre un paralelo, ponemos 

r = ro + p{t) y Ô = Ôq + a(/). 
p(l + — pÔo^ — 2ro^oa + = 0 I (7.4.3-3) 

2ro^o p “h j 

p(l + fo^) + P í3Ôq^ + ^/o') = Oe (7.4.3-4) 

Las ecuaciones linealizadas se escriben en la forma (7.4.3-3), de la cual se 
deduce la ecuación (7.4.3-4) por 
eliminación de a. Cada una de las 
funciones pit) y a{t) es la suma de 
una constante y de una función 
que es sinusoidal si se tiene 

3Ôo^ + g/'(ro) > 0, 

o sea 

3fXro) -f ro/Xro) > 0 ; 

esta desigualdad significa que el 
producto r3/'(r) es creciente en el 
paralelo descrito por el punto. 


y 
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Se puede obtener la variación de r en función dei tiempo escribiendo la 
integral de la energia cinética; teniendo en cuenta el valor constante dei 
producto se obtiene la ecuación (7.4.3-5) en la cual h y K designan dos 
constantes. El movimiento tiene lugar para los valores de r que hacen al 
segundo miembro positivo; los movimientos estacionários (r=Constante) 
corresponden a las raíces de la derivada de este segundo miembro; estos 
movimientos estacionários son estables si la derivada segunda es negativa 
(fig. 7.4.3-a). Se vuelve a encontrar la condición 3f+r/">0. 

{ 1 + /'Kr) } r2 = A - 2gf(r) - (7.4.3-5) 

Movimientos estacionários — 2gf\r) + 2K^/r^ = 0 1 / 7435 ^ 
Estabilidad _ 2gf\r) — < 0 j 


7.4.4. Trompo reversible. — Una esfera pesada, no homogénea, de ra¬ 
dio a y masa m, rueda sin deslizarse sobre un plano horizontal íijo. Se de¬ 
signa por O el centro de la esfera, por Oxyz los ejes principales de inércia 
en O y por A, B, C los momentos principales de inércia en O. Se supone 
que el centro de inércia G está situado en el semieje Oz y se pone OG = L 
Vamos a estudiar la estabilidad de las rotaciones de la esfera alrededor dei 
eje Oz supuesto vertical. 

A falta de integración de las ecuaciones dei movimiento, el estúdio de 
la estabilidad se hará con las ecuaciones linealizadas; admitiremos que las 
conclusiones así obtenidas son correctas. Estas conclusiones son las siguien- 
tes. Las rotaciones lentas son estables cuando OG está orientado hacia abajo 
e inestables cuando OG está orientado hacia arriba; es posible elegir los 
momentos de inércia A, B, C y el producto m- a^l de manera que las rota¬ 
ciones rápidas sean inestables cuando OG está orientado hacia abajo y esta¬ 
bles cuando OG está orientado hacia arriba. 

Se designa por x el vector unitário ascendente y por w la rotación ins¬ 
tantânea de la esfera; las componentes de estos vectores sobre los ejes móvi- 
les Oxyz son respectivamente 71 , 72 , 73 y p, q, r. k designa el vector unitário 
dei eje Oz. La condición de rodadura sin deslizamiento de la esfera en el 
contacto M dei plano horizontal se escribe en la forma (7.4.4-1), de la cual 
se deduce la relación (7.4.4-2), 


— = to X MG = to X (flX 4“ 
dt 


á^G 

~dt^ 


dto 

= — X (ax + //f) + O) 
dí 


d* 

X 

dr 


(7.4.4-1) 


(7.4.4-2) 


Designemos por R la reacción dei plano horizontal sobre la esfera y por 
Hg el momento cinético con respecto a G;'las ecuaciones (7.4.4-3) traducen 
el teorema de la resultante cinética y el teorema dei momento cinético apli- 
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cado al punto G; la ecuación (7.4.4-4), obtenida eliminando la reacción R 
entre las dos precedentes, traduce el teorema dei momento cinético aplicado 
al punto M. Anadimos la ecuación (7.4.4-5) la cual expresa que el vector x 
es constante. 


m 


d^G 

dí^ 


dHa 

dt 


— fngx + R 


GM X R 


\ 

^ (7.4.4-3) 


dHa 

dt 


+ («X + Ik) X m 


/d^G 

\dr2 


+ 


= 0 


(7.4.4-4) 



-f to X X = 0 


(7.4.4.5) 


Por proyección sobre los ejes móviles Oxyz, se obtienen las ecuaciones 
diferenciales siguientes: 

A — (C — B) qr + ma{a + 2 /ys) — -j- fftalp 
aí dí d/ 


dr 


dcü 


— nml yi “ — yi — malaj*q — mgly^ = 0 


dr 


B — {A — C) rp nia(a + 2Iys) — + mal q —^ 
ar dr dr 


dr 


dcü* 


— mal 72 . _ yg + maloj^p + mglyi = 0 [ 

dr , dr dv^ 

C —- + (5 — A) pq ma{a + /ys) — + malr - 

dr dr dr 

do»* 

— "ííT — (ays + /) = 0 

dr ' 


í® 


— r y 2 + q yz = 0 


dyi 

"57 

dy2 

— - P yz + r yi = 0 

dt 

dys 

-9yi+py2 = 0 


( 11 ) 


= u). X = pyi + qyz + ryz. 


con : 
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El sistema (I), (II) posee Ia solución p = q = 0, r=ro, yi = y 2 = 0, 
73 = — 1 que representa una rotación uniforme alrededor dei eje Oz dirigida 
verticalmente y orientada hacia abajo; tiene también la solución p = q = 0, 
^=^ 0 , 71=72 = 0, 73 = 1 que representa una rotación uniforme alrededor dei 
eje Oz, dirigido verticalmente y orientado hacia arriba. 

Para estudiar la estabilidad de la primera de las rotaciones, ponemos 
r = ro + p y 73 = —1 + £. Se obtienen las ecuaciones linealizadas siguientes: 

<^yi , \ 

^ - q + roy2 

dy2 f 

= - P - ''ori ; (ir) 

de \ 

Tt ^ I 


áp 

A* — + malro q 
át 

— — malro p 
df 

dp 

C — 0 

d/ 


fngl 72 + (C 

yi + 


B) qro = 0 

C) rop = 0 


(D 


^ + ma^ — Imal 
= B + mà^ — 2maL 


La ecuación característica dei sistema formado por las dos primeras 
ecuaciones diferenciales de (IP) y por las dos primeras ecuaciones diferen- 
ciales de (!') se escribe en la forma siguiente: 


0 

— 1 

s 

fo 

1 

0 

ro 

s 

A*s 

- (B* — Ci)ro 

0 

— mgl 

(A* — Ci)ro 

B*s 

mg! 

0 


donde Ci = C+ma^ — maL En el caso de la solución p=q = 0, r=ro, 
71=72 = 0, 73 = 1, la ecuación característica se deduce de la precedente 
cambiando / en —/. Para expresar explícitamente los resultados pondremos 

^ 4- ma"^ + 2mal 
B** = B + ma^ + 2mal 

Estos resultados son los siguientes: 

1Guando ro^ es nulo, la ecuación característica admite las soluciones 
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„a _ _ ^7 
^ “ A* 

A** 


y 

y 


^2 -H si OG está orient. hacia abajo 

B* 

c2 = si OG está orient. hacia arriba 

B** 


2.° Cuando ro^ es infinitamente grande, la ecuación característica admi¬ 
te las soluciones 




si OG está orientado 
hacia abajo 
si OG está orientado 
hacia arriba 


De ello se deduce que las rotaciones lentas son siempre estables cuando 
OG está orientado hacia abajo, y siempre inestables cuando OG está orien¬ 
tado hacia arriba. En el caso en que se tenga A=B, las rotaciones rápidas 
son estables en ambos casos; en la práctica existe siempre una diferencia 
entre A y B. Esta diferencia, aunque sea muy pequena, permite construir 
la esfera de manera que las rotaciones rápidas sean inestables cuando OG 
está orientado hacia abajo y estables cuando OG está orientado hacia arriba; 
para ello es necesario y suficiente que las dos desigualdades siguientes se 
satisfagan: 

I (A* — Ci)(5* — Cl) < 0 
[ _ Ci)(5** — Cl) > 0 


Estas desigualdades se resuelven en la forma (7.4.4-6) que indica las 
condiciones necesarias y suficientes que permitirán obtener el fenómeno dei 
trompo reversible. 

C— 2mal < inf (A, 5) < C + 2mal < sup (A, B) (7.4.4-6) 

En el caso particular en que se tenga A=B, el valor mínimo de ro^ para 
el cual la rotación es estable cuando OG está orientado hacia arriba se 
calcula escribiendo que la ecuación característica, que es de segundo grado 
en s2, tiene todas las raíces en reales y negativas. Se obtiene la condición 

ro2Ci2 > 4A*^mgl (7.4.4-7) 


EJERCICIOS 

1. Una varilla AB de longitud I y masa despreciable, soporta en su extremo B una 
masa m. Determinar el movimiento dei sistema bajo la acción de la gravedad 
sabiendo que en el punto A se le impone un movimiento horizontal de la forma 
_x ^ a COS yí, o un movimiento vertical de la forma y = b cos yt. 
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2. Dos masas puntuales m± y m 2 están unidas por una varilla de longitud I de 
masa despreciable. Determinar el movimiento dei sistema bajo la acción de la 
gravedad, sabiendo que la masa mi está obligada a desplazarse sin rozamiento 
sobre una recta horizontal. 

{Solución: designando x la abscisa de la masa mi y <p el ângulo que forma 
el pêndulo con la vertical, se tiene 

2T == (mi + m 2 )x^ + + 2lxj> cos 9 ?) 

U = m2gl COS (f } 

5, Una barra rectilínea homogénea O A, de masa m± y longitud 2a es móvil sin 
rozamiento alrededor dei punto fijo O. Una segunda barra rectilínea homogé¬ 
nea AB, de masa y longitud 2a, está articulada a la primera en el punto A, 
sin rozamiento. En el instante inicial la barra O A forma con la vertical descen¬ 
dente un ângulo ^/ 6 , mientras que la barra AB es horizontal; sabiendo que las 
velocidades iniciales de las barras son nulas, calcular la aceleración inicial dei 
punto medio de la barra AB. 

4. Demostrar que todas las raíces de las ecuaciones siguientes tienen su parte real 
negativa o nula. 

2 -h 42 + 5z2 + 323 -I- z4 = 0 

6 -f 62 + 1123 4. 5^3 4. 674 23 + 26 =0 

5. Demostrar que algunas de las raíces de las ecuaciones siguientes tienen sus partes 
reales positivas (Routh). 

1 -L z3 + 2z^ + 2^ = 0 

2 + 42 + Iz ^ + 623 + 62"^ + 42® = 0 

6 . Un semicírculo homogéneo pesado móvil en un plano vertical rueda sin resbalar 
sobre una recta horizontal fija. Hallar el período de los pequenos movimientos 
alrededor de la posición de equilíbrio. 

7. Movimiento de una recta pesada sometída a permanecer sobre la superfície, per- 
fectamente pulimentada, de un hiperboloide de revolución cuyo eje es vertical. 

8 . Una placa rectangular homogénea, móvil sin rozamiento sobre un plano horizon¬ 
tal, está inicialmente en reposo bajo la acción de cuatro resortes idênticos coloca¬ 



da 
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dos de manera análoga en cada uno de los vértices de la placa. Estudiar los 
pequenos movimientos alrededor de la posición de equilíbrio. 

9 . Un punto material se desplaza bajo la acción dei campo de fuerzas que deriva 
dei potencial V = donde Demostrar que si la derivada 

es nula para r — a, z = circunferência r = g, z = 6 es un trayectoria. 
^Cuálcs son las condiciones que debe satisfacer Ia íunciòn ^{r,z) para que el 
movimiento sobre esta trayectoria sea estable? 

I Solución: para r = a, z = b es necesario tener 



10 . Un punto material es movil sin rozamiento sobre una circunferência de radio b 
animada de una rotacion uniforme w alrededor de un eje perpendicular a su 
plano y situado a una distancia ã de su centro. Hallar el período de las pequenas 
oscílaciones alrededor de la posición de equilíbrio. 



11 . Un rombo articulado formado por cuatro varillas homogéneas idênticas es móvil 
sin rozamiento en un plano horizontal fijo. Un vértice dei rombo está fijo. Cono- 
cíendo las velocidades angulares de los lados, estudiar el movimiento sabiendo 
que Ia forma inicial es un cuadrado. 

12 . Un aro de radio a está animado de un movimiento en el cual su plano es ver¬ 
tical y permanece fijo. Demostrar que el movimiento es estable si la velocidad 

dei centro es mayor que ag e inestable en el caso contrario. 

13 . Un aro de radio a está animado de un movimiento en el cual uno de sus diâ¬ 
metros es vertical y permanece fijo. Demostrar que el movimiento es estable si 

la velocidad angular de rotación es mayor que e inestable en el caso 

contrario. 

14 . La energia cinética de un sistema cuya posición depende de los parâmetros qi, q2 
está dada por la fórmula ( 1 ). Este sistema está sometido a fuerzas que derivan 
de un potencial V dado por la fórmula (2). 




( 1 ) 


+ q'2? 

a^qi^-\-b^q2^-{'2ab cos y qiq2=sen2 y 


( 2 ) 


( 3 ) 


Demostrar que los parâmetros permanecen ligados por la relación (3) en la 
cual a, b y y designan constantes. 
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15 . La energia cinética de un cierto sistema cuya posición depende de k parâmetros 
está dada por la fórmula (1); este sistema está sometido a fuerzas que derivan 
de un potencial V definido por la fórmula (2) 

k k 

23" = I 2 I I 2 I 

1=1 Í =1 

k k 

K = 2 Wiiqi) 1^ Uiiqt) 

1-1 i=l 


Cada una de las funciones u„ v„ Wi es arbitraria y no depende más que dei 
parâmetro qi. Demostrar que las ecuaciones dei movimiento admiten k integrales 
primeras. 

I Solución: Estas integrales primeras son 

k 

qj^ 2 2 ^ kujiqj) — Wjiqi) + yj • (y = 1, 2. k) 

i=l 

k y 7 / designando constantes | 

16. Estando dadas la energia cinética y la función de fuerza por las fórmulas si- 
guientes 

IT = 3 ^ 1 ^ + — Iqiqz 

2Í7 = — 3ç2^ + 2^3^ 2qiq2 

hallar los parâmetros normales. 

|so/i/c‘/d/7; p2 = I 

17, (1) Estudiar la estabilidad de la solución x = y = z = 0 dei sistema siguiente: 

Í x = (3/n — \)x'^ — (/n — \)y^ + 2yz — 2mzx — 2xy 
y = —y’\-x^-{x — y +2z){y -]r z — x) 
z = — z + x — (x — z + 2 >^)(y + z — x) 

{5o/wcií5n: la estabilidad es la de la solución x = 0 de la ecuación 
X — 4(5m — 7)x:^ + 24(/n — l)x5 } 


(q Los ejercicios 17 a 23 se deben a Liapiinof. 
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18. Estudiar la estabilidad de la solución ;c = y = 0 dei sistema siguíente 

! x = ax^ + bxy + cy^ 

y ^ — y + kx Ix^ mxy + ny’^ 

{Solución: sea /(z) = íj + + cz^ 

sea giz) = / + mz + nz^. 


Kk) ^ 0 


inestabilidad. 


\8{k)f'{k) > 0 inestabilidad. 


f{k) = 0 

' S{k)f\k) < 0 estabilidad,) 

19. Estudiar la estabilidad de la solución x = 0 de la ecuación 


X -{• X = fl(x)2«+i , n entero positivo. 


{Solución: a > 0 inestabilidad, o < 0 estabilidad.} 

20 . Estudiar la estabilidad de la solución jt = y = 0 dei sistema 



{Solución: (a + y > 0 inestabilidad. 

(oc + ^) y ^0 estabilidad, } 

21. Estudiar la estabilidad de la solución jc = y = z = 0, dei sistema. 


Jí - — Ay + (jc + y)r 
y ^ Ax -h (y — x)z 


[z — — z+jtH^y — 2(6 jc — 3y + z)z 
{ Solución: X < 0 estabilidad. 


I A = 1/3 estabilidad, 

A > 0 ] 

( A 5 ^ 1/3 inestabilidad. } 

22. Estudiar la estabilidad de la solución x = z = 0, dei sistema 


I 4- ^ = flz" 
(z + ^z = x 


n entero mayor que la unidad, k real positivo, a real. 
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{ Solución: n par estabilidad, 

* 

f a > 0 estabilidade 

n impar ^ 

i < 0 inestabilidad. } 

23. Estudiar la estabilidad de la solución x = z = 0, dei sistema 

^ 3c -f X ^ az^ 

i z + kz = X 


n, entero mayor que la unidad, k real positivo, a real 
{ Solución: n par estabilidad. 


n impar 


a <0 
a> 0 


estabilidad, 
inestabilidad. } 


24, Dado el sistema de ecuaciones diferenciales 

X = Ayiz — a) y = Bx(z — b) z = xy 

designando A,B, a,b constantes reales, determinar las soluciones constantes y es¬ 
tudiar su estabilidad (Lefschetz). 

{Solución: Las soluciones constantes son 


(Si) 

0 

11 

11 

X 

z = b , 

(S2) 

: X = 0 , y = m , 

r = a , 

(53) 

0 

11 

0 

11 

K 

z = n j 

designando /, m, n constantes arbitrarias 

(Si) 

estable para B <0 , 

inestable para B > 0 

(S 2 ) 

estable para A < 0 , 

inestable para A > 0 

(S*) 

estable para AB{n—a){n- 

fe)<0 


y A{a—b)(n- 

■b)<0 


inestable para ÁBin—a) (n—b) > 0 } 




CAPÍTULO 8 


MECÂNICA DEL PUNTO 


El punto material es el más sencillo de los sistemas. No siem- 
pre es legítimo asimilar un pequeno sólido a un punto material; 
en el caso de los movimientos con rozamiento, se pueden obtener 
resultados inexactos. Sin embargo, las ecuaciones de la mecânica 
dei punto conservan su importância por dos razones: una porque 
su estúdio constituye una buena introducción a la mecânica dei 
sólido, y otra porque el movimiento dei centro de inércia de un 
sistema obedece a las leyes de la mecânica dei punto. El capítulo 
que sigue está dividido en cuatro párrafos. El primero está de¬ 
dicado a los movimientos de un punto sobre una curva, movi¬ 
mientos dependientes de un parâmetro; el segundo está dedicado 
a los movimientos de un punto sobre una superficie, movimien¬ 
tos dependientes de dos parâmetros. Los movimientos de un 
punto material libre se estudian en el tercer párrafo. El cuarto 
párrafo constituye una introducción al estúdio dei problema de 
los dos cuerpos; este estúdio se hace con vista a la física teórica. 

§ 8.1. Punto material sobre una curva 

8.1.1. Planteo de las ecuaciones dei problema. — La posición de un 
punto móvil sobre una curva depende de un solo parâmetro. Suponiendo la 
curva fija con respecto a ejes absolutos, referiremos la posición dei punto 
por su abscisa curvilínea s; el movimiento será determinado por la función 
s(í). La ecuación de la dinâmica proyectada sobre Ips ejes x, n, h dei triedro 
de Frenet proporciona las ecuaciones (8.1.1-1) en las cuales p designa el 
radio de curvatura, R la reacción de la curva sobre el punto y F una fuerza 
exterior dada. 


m 


m 



P 
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A las ecuaciones precedentes conviene anadir las leyes de las acciones 
de contacto. Poniendo 

N = (/««a + 


estas leyes se escriben de la manera siguiente: 


para el equilíbrio s = 0 , 
para el movimiento s ^ 0 


I 1 < f(Nfi) 

I I = f(N, I i I) 

Rr S < 0 


Cuando el rozamiento es despreciable, el movimiento está determinado 
por la primera de las ecuaciones (8.1.1-1); en el caso en que hay una función 
de fuerzas U, el teorema de la energia cinética proporciona la integral prime¬ 
ra s^ = U+0^; las posiciones de equilíbrio correspondeu a las raíces de las 
ecuaciones dU/ds=0; estas posiciones de equilíbrio son estables si la deri¬ 
vada segunda d^U/ds^ es negativa, o si la función U tiene un máximo. 

En el caso en que la curva es móvil, hay que hacer figurar en los segun¬ 
dos miembros de las ecuaciones (8.1.1-1) las fuerzas de inércia de arrastre 
y las fuerzas de inércia complementarias. 


8.1.2. Problema dei tobogán. — Un punto M pesado abandonado sin 
velocidad se desplaza sin rozamiento sobre una curva situada en un plano 
vertical. Elegimos el eje Ox vertical descendente y el eje Oy horizontal; 
CL designa el ângulo dei vector velocidad con Ox, N la reacción de la curva 
medida algebraicamente en la dirección a-f-7r/2; siendo unilateral la liga¬ 
dura, N debe ser positivo. Si se toma como eje Oy la línea de las velocida¬ 
des nulas, la integral de la energia cinética se escribe en la forma (8.1.2-1) 
y la reacción N se calcula en una de las formas (8.1.2-2) o (8.1.2-3) 


2gx 


(8.1.2-1) 

— mg sen a + A 


(8.1.2-2) 

2mg / R \ 

HD 


- 1 X + — sena 

R \ 2 J 

= 2 ™^ — 

(8.1.2-3) 


R designa el radio de curv atura algebraico medido positivamente en la 
dirección oL+irfl, mientras que HD representa la cota dei punto D, homó¬ 
logo dei centro de curvatura C en la homotecia (M,—1/2). Cuando la con- 
cavidad de la curva está dirigida hacia arriba, HD es positivo, luego la 
reacción es dei mismo signo que R; es positiva cuando el punto está sobre 
la curva (posición M 2 ), negativa cuando el punto está bajo la curvá (posición 
A/ 4 ). Cuando Ia concavidad de la curva esta dirigida hacia^abajo (posiciones 
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y Ms)} R es positivo cuando el punto está bajo la curva (posición M 3 ); 
HD debe tener el signo R para que la unión unilateral sea posible. 


Punto sobre la curva . 


Punto bajo la curva ... 


Concavidad hacia abajo Concavidad bacia arriba 


Contacto posible si 
HD^O 

Ml 

Contacto siempre posible 
Ms 

Contacto posible si 
HD^O 

Ms 

Contacto nunca posible 
Mi 


D 



8.1.3. Pêndulo circular. — EI estúdio dei movimiento sin rozamiento 
de un pimto pesado de masa m sobre una circunferência vertical se hace 
como acabamos de decir; designando I el radio de la circunferência y 0 el 
ângulo de radio OM con la vertical descendente, el movimiento está definido 
por la ecuación (8.1.3-1) o por la integral primera (8.1.3-2). La reacción N 
de la circunferência sobre el punto, medida algebraicamente en la direc- 
ción MO, se calcula por proyección de la ley de la dinâmica sobre esta di- 
rección; se obtienen las ecuaciones (8.1.3-3). 

10 + ^sen 0=0 

/02 = 2g COS 9 + lÔo^ — 2g COS 00 
mlÔ^ = N — mg COS 0 
N = 3mg COS 6 + mlÔo^ — 2mg cos do 

La velocidad se anula para un ângulo 9^ tal que 

COS dl = COS do — i - 

g 


(8.1.3-1) 
(8.1.3-2) 

j (8.1.3-3) 
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La reacción se anula y cambia de signo para un ângulo 62 tal que 


2 . 1 

COS 62 = - COS da — -- 

3 3 ^ 


Cuando el ângulo 9^ así definido es real, el movimiento es oscilatorio; 
en caso contrario el movimiento puede consistir en revoluciones. El segundo 
caso se produce cuando la velocidad inicial es suficientemente grande. 

Cuando la ligadura entre el punto y la circunferência es bilateral, los 
mencionados movimientos son siempre posibles. Cuando la ligadura es uni¬ 
lateral, los movimientos solo son posibles para valores positivos de la reac¬ 
ción en el caso de un contacto interior y para valores negativos en el caso 
de un contacto exterior; en este último caso, el punto se separa siempre de 
la curva, ya sea al principio dei movimiento (si se tiene — g cos 
0 bien al cabo de un tiempo finito (si se tiene Z^o^> —gcos ^o)* 

En el caso de ligadura unilateral y contacto interior, el movimiento osci¬ 
latorio solo es posible cuando la máxima amplitud | | es menor que | ^2 

el movimiento de revolución sólo es posible en el caso de que el ângulo O 2 
es imaginário (cos ^2>1)- Se tienen así los resultados siguientes: 

ligadura bilateral 


lèa^ < 2g(l + cos ^ 0 ) movimiento oscilatorio 

> 2g(l + cos ^ 0 ) movimiento cíclico 


ligadura unilateral, contacto interior 


^ 2g cos ^0 

2g cos da < < g(3 + 2 cos do) 

> g(3 + 2 cos da) 


movimiento oscilatorio 
movimiento interrumpido 
movimiento cíclico 



Fig. 8.1.3, a. 


Fig. 8.1.3, b. 
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Un punto material suspendido de un punto fijo por medio de un hilo 
inextensible de masa despreciable constituye un pêndulo circular de ligadura 
unilateral con contacto interior; la tensión dei hilo es igual a la reacción N. 
Mientras N es positivo, el hilo se mantiene tenso; cuando N se anula en un 
punto A, el punto abandona la circunferência y continúa describiendo una 
parábola que es osculatriz a la circunferência dada en el punto A\ en efecto, 
la velocidad tiene el mismo valor en los dos movimientos; lo mismo ocurre 
con la aceleración puesto que es proporcional a la fuerza y que, siendo nula 
la reacción N, la fuerza se reduce al peso en los dos movimientos. Teniendo 
la aceleración normal el mismo valor en la parábola y en la circunferência, 
las dos curvas tienen el mismo radio de curvatura en el punto A. La pará¬ 
bola vuelve a cortar a la circunferência en un punto B tal que la cuerda AB 
y la tangente en A a la circunferência son simétricas con respecto a la 
vertical. 

Cuando el movimiento es oscilatorio, la ecuación (8.1.3-2) dei movi- 
miento puede integrarse por medio de funciones elípticas. A este fin, pon- 
gamos g = /a>2 e introduzcamos una nueva función incógnita u 


e 01 \ 

sen^ = Mseny I 

^2 = 4^2 |sen2 y — sen2 ^ | | (8.1.3-4) 

ii2 = aj2(l——sen^yw^j j 

La solución nula en el instante inicial se expresa en la forma (8.1.3-5); 
el período T dei movimiento está definido por la fórmula (8.1.3-6). 


0 01 

sen - rrisen-T- sn 
2 2 


( 


(jDiy sen 


I) 


(8.L3-5) 


T 



dç> 


2 2 
"Sen^ 


(8.1.3-6) 


Cuando la amplitud es infmitamente pequçfía, se puede desarrollar 
la función Oi) según las potências crecientes de 0i; limitándose a los 
términos de tercer orden, se obtiene la fórmula (8.1.3-7). Para valores aco- 
tados dei tiempo, se tiene O=0i sen oit, con un error de tercer orden. 


n n , rt Q senojí COS OJÍ- 3cút /o 1 -a 

0 = 01 sen cot + 01^ - ^ - COS cot + ... (8.1.3-7) 

4o 

Si en el instante inicial se abandona el punto M sin velocidad en la po- 
sición O^Oiy su movimiento está representado por las curvas dibujadas con 
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trazo continuo en la figura 8.1.3, c para ^1 = 30*’ y en la figura 8.1.3, í/ para 
03 ^ = 60'’; este movimiento está definido por la ecuación diferencial 


0 + a>2 sen d = 0. 


En las mismas figuras, las curvas de trazos representan el movimiento que 
se obtendría sustituyendo la ecuación diferencial precedente por la ecuación 

diferencial aproximada •• 

^ d + 0)^9 =0. 

La fórmula (8.1.3-7) indica que, en este caso particular, la solución exacta 
de la ecuación diferencial aproximada constituye una solución también 
aproximada de la ecuación diferencial exacta. 


í —Solución exacta 

- nnmvtmrtrí/^ O-fl 



O 


Fig. 8.1.3, c. 


60° 

e 



I 


0 


Fig. 8.1.3, d. 


La razón dei período T al período ro=27r/ü) es 
plitud 9i 



una función de la am- 


T 


0° 1,0000 90° 

10° 1,0019 1200 

20® 1,0076 1500 

30® 1,0174 ■ 180® 

60® 1,0731 


90® 

120 ® 

150® 

180® 


To 

1,1803 

1,3728 

1,7622 

infinito 
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8.1.4. Pêndulo cicloidal. — Las oscilaciones dei pêndulo circular no 
son isócronas. Es interesante investigar si se puede elegir la curva (C) sobre 
la cual se desplaza sin rozamiento un móvil pesado de manera que las osci¬ 
laciones dei móvil alrededor de una posición de equilibrio estable O sean 
rigurosamente isócronas, es decir, independientes de la amplitud. 

La curva buscada debe ser tal que siendo abandonado el móvil sin velo- 
cidad en Mq llegue al punto O al cabo de un tiempo independiente de la 
posición elegida para el punto Mq. Se dice que es tautócrona para el pun* 
to O. Siendo Oz la vertical ascendente, designamos por z la cota dei punto 
M y por s el arco OM. Los puntos O y M tienen por cotas 0 y z. La integral 
de la energia cinética se escríbe en la forma (8.1,4-1); poniendo 

ás = f{z) dz, 



se deduce el tiempo de recorrido dei arco OMq en la forma (8.1.4-2) o 
(8.1.4-3) 


/d5\2 

y =2g(zo-z) 

1 /(z) dz 

{2gy^ J (zo - zy 
0 

1 r Zo’V(zO«) dM 

“ {2gy j (1 — «)íi 
0 ' 


(8.1.4-1) 


(8.1.4-2) 


(8.1.4-3) 


La última integral no es 
constante, lo que da 


independiente de zo a no ser que z‘'^^/(z) sea 


í? = 8az. 
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Las curvas planas correspondientes son cicloides de base horizontal cuya 
circunferência generadora tiene radio a. Las curvas alabeadas que responden 
a la cuestión dan una tal cicloide si se desarrolla sobre un plano la super¬ 
fície cilíndrica que las proyecta horizontalmente. 

Consideremos en un plano vertical una cicloide (C) de base horizontal 
y su evoluta (C'), figura 8.1.4-a. La realización material dei pêndulo cicloidal 
puede obtenerse de la manera siguiente: se suspende un punto M de un hilo 
inextensible cuya longitud sea igual a cuatro veces el radio de la circunfe¬ 
rência generatriz; estando fíjado el hilo en I se adapta a la evoluta (C) en 
el curso dei movimiento. 

§ 8.2. Pun+o material sobre una superfície 

8.2.1. Planteo de las ecuaciones dei problema. — La posición de un 
punto móvil sobre una superfície depende de dos parâmetros. Supondremos 
que la superfície es fija y designamos por F la fuerza dada que actúa sobre 
el punto M y por R la reacción de la superfície; el vector unitário normal 
a la superfície se designa por n, y las componentes normal Rn y la tangen¬ 
cial Rt de la reacción son 

Rn = n {R • n) y Rt = n X (R x n), 

La ecuación de la dinâmica se escribe en la forma (8.2.1-1) y las leyes de 
las acciones de contacto en la forma (8.2.1-2). Cuando la unión es unilate¬ 
ral, la reacción normal n{R • n) debe estar dirigida desde la superfície hacia 
el punto; en el instante en que esto deja de verifícarse, el punto abandona 

la superfície. „ 

á^M 

m — = F + R (8.2.1-1) 

para el equilíbrio dM/dt = 0 | | < /(| ií» |> 0) i 

I I «2- I =/(| I , I dM/dt I) ( (g_2.i.2) 
para el movimiento dM/dt ^ 0 | Rt X dM/dt = 0 I 

1 Rt • dM/dt < 0 ] 

Las dos últimas relaeiones se pueden escribir también en la forma 
{R ,n , (dM/dt) } = 0, 

lo que expresa que el producto mixto de tres vectores es nulo, y 
JÍ-(dM/df)<0. El plano osculador a la trayectoria, defínido por los vectores 
V y Yj contiene la reacción tangencial Rj colineal con v; cuando la fuerza 
F es nula, contiene además la reacción total R colineal entonces con y; de 
ello resulta que contiene la reacción normal igual a R—Rj, y en consecuen- 
cia la trayectoria es una línea geodésica de la superfície.-. 
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Guando la superfície es móvil, hay que introducir en el segundo miembro 
de la ecuación (8.2.1-1) las fuerzas de inércia de arrastre y las fuerzas de 
inércia complementarias. 


8.2.2. Pêndulo esférico. — Un pêndulo esférico está constituído por 
un punto pesado M móvil sin rozamiento sobre una esfera fija de centro O, 
de radio I. Tomamos como eje Oz la vertical ascendente y designamos por 
N la reacción de la esfera sobre e! punto, medida positívamente de M a O. 
N debe ser positiva cuando el punto está colocado en el interior de la esfera, 
Las ecuaciones cartesianas dei movimiento son las siguientes: 


mx = — NxH \ 

my = — Nyl-^ ( (8.2.2-1) 

mz = — mg — Nzl-^ ) 


xi + yZ + z^ = /a 


( 8 . 2 . 2 - 2 ) 


De las ecuaciones (8.2.2-1) se deducen dos integrales primeras que expre^ 
san el teorema dei momento cinético con respecto a Oz y el teorema de la 


energia cinética. Introduzcamos 
las coordenadas polares de la 
proyección horizontal r y 6. Las 
dos integrales primeras se escri- 
ben en la forma (8.2.2-3), desig¬ 
nando C y h dos constantes. 
Para calcular la reacción N se 
pueden multiplicar las ecuacio¬ 
nes (8.2.2-1) por X, y, z respecti¬ 
vamente y substituir en la suma 

x‘x + yy + zz 
por 

— yfl — y^ — i^, 

cantidades iguales según la ecua¬ 
ción (8.2.2-2). 


3 



r^ê = C 

z^ + = —2gz + h 



.2.2-3) 


IN = — 3gz + h) = m{x^ y^ + z^ — gz) (8.2.2-4) 


Por eliminación de y de e = Cr-^, se obtiene la ecuación 

(8.2.2-5) que determina la variación de z con el tiempo. El movimiento tiene 
lugar entre las dos paralelas definidas por las intersecciones de la cúbica 
y=yÁz) y de la recta y=y 2 (z) (fig- 8.2.2-a). 
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El menor valor de z es siempre negativo. La reacción no se puede anular 
más que para valores positivos de z. 


/2z2 = (— 2gi + h) (/2 — z2) — C2 = f(z) (8.2.2-5) 
= /T^ > :P 2 = - 2gz + A 


El movimiento tiene lugar en un paralelo (z = zo) si la derivada F'(zo) es 
nula, es decir si las condiciones iniciales verifican las relaciones 

io = 0 y zoêo^ + ff = 0 


Entonces la recta y=y 2 es tangente a la cúbica y=yi. El paralelo z=zo 
está situado debajo dei círculo máximo horizontal puesto que zq es negativa. 
Cuando F'(zo) es nulo así como F(zo), se tiene 


F\zo)= — 2{P + 3zo^)éo^<0, 


lo que indica que el movimiento en un paralelo es siempre estable. El exa- 
men de la figura 8.2.2, a conduce naturalmente a la misma conclusión por¬ 
que, si se modifican muy poco las condiciones iniciales, es decir si la recta 
y=y 2 es muy próxima a una tangente a la cúbica y=yi, el punto se des- 
plazará entre dos paralelos muy próximos al paralelo z=zo. 

La ecuación F{z) = 0 tiene tres raíces reales zi, Z 2 y zs (zi < Z 2 <zs) se¬ 
paradas por — 1, zo, 1. La ecuación 8.2.2-5 se puede escribir en la forma 

/2i2 = 2g{z — Zl)(Z2 — Z)(Z3 — z). (8.2.2-6) 

Poniendo 

z = zi cos2 ^ + Z 2 sen^ <p. 


es posible efectuar la integración por medio de funciones elípticas. Se ob- 
tienen los resultados siguientes 

2/2^2 = ^ — (^2 — 2i) sen- <P } 


con : 


z = zi cn2 { a>(í — ío), } + Z 2 sn2 { o}{t — to), k } , 




Z2-Zi 

Z3 —Zl 


Z3- Zl 

g 2/2 


(8.2.2-7) 


8.2.3. Pêndulo de Foucault. — Cuando la esfera no es fija, hay que 
modificar los resultados precedentes. Supondremos que la esfera está ligada 
a la tierra y consideramos como absolutos ejes con origen en el centro de 
inércia de la tierra y de direcciones fijas con relación a las estrellas (sec- 
ción 3.3.2). Estando dirigido el eje de las'x hacia el sur y el eje de las y 
hacia el este, las ecuaciones dei movimiento en un punto de latitud A deben 
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ser escritas en la forma (8.2.3-1) que difiere de las ecuaciones (8.2.2-1) por 
la introducción de las fuerzas de inércia complementarias, estando incluidas 
en el peso Ias fuerzas de inércia de arrastre; w designa la rotación de la 
tierra considerada como pequena con respecto a la frecuencia dei pêndulo. 

X = — NxrrrH-^ + 2w sen A y \ 

y = — NymrH-^ — 2w cosA i — 2w sen Ai [ (8.2.3-1 

z = — g — + 2w cosA y ) 

Suponiendo que el pêndulo es suficientemente largo y las oscilaciones 
suíicientemente pequenas para que se puedan considerar las relaciones xl~^ 
e yl ^ como iníinitêsimos de primer orden y despreciar los infinitêsimos de 
orden superior al primero, se puede substituir zl~^ por — 1 con aproxima- 
ción de segundo orden y, en una primera aproximación, se puede escribir 
la tercera ecuación en la forma N=mg y las dos primeras en la forma 
(8.2.3-2) de la cual se obtiene la integral aproximada (8.2.3-4) poniendo 
f=x+iy. 

X = — gxl-^ + 2a) sen Ay \ 

, 1 n > . (8.2.3-2) 

y = — gyl-^ — 2(0 senA;K: j 

t + 21(0 senA ^ = 0 (8.2.3-3) 

í = exp (— io) senAí) {A cos(g//)’/^t + B ssn(gliyH } (8.2.3-4) 

El argumento dei número complejo 4 es —u sen Aí. El pêndulo oscila 
con el período 2)r(//g)^ en un plano que gira con Ia velocidad angular 
— u sen A. En el hemisfério norte, el sentido de rotación es retrógrado (norte, 
este, sur, oeste); Ia rotación tiene lugar en el sentido de las rotacíones nega¬ 
tivas alrededor de Ia vertical ascendente. En Paris, A=48°5r y Ia duradón 
de una revolución es 31 horas 40 minutos. Haciendo oscilar al pêndulo en¬ 
cima de un plano graduado, se puede leer la hora observando el plano de 
oscilación; este es el caso dei pêndulo de Foucault realizado en el museo 
dei Conservatorio Nacional de Artes y Ofícios de Paris. 

§ 8.3. Punto material en el espacio 

8.3.1. Movimiento de un punto pesado en el vacío. — El niovimiento 
será referido a ejes ligados a la tierra considerados como absolutos; des¬ 
preciaremos las variaciones de la intensidad g dei campo de la gravedad. 
El punto está sometido a su peso mg y a una resistência tangencial mg<p{V), 
función dei módulo de la velocidad V. La aceleración T está situada en el 
plano de los vectores g y V; de esto se deduce que siendo el producto gxV 
colineal con su derivada, tiene una dirección fija. La proyección dei punto 
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sobre esta dirección tiene velocidad nula, luego el movimiento es plano. 
El plano es paralelo a g, y por tanto vertical; lo referimos a ejes de coorde¬ 
nadas Ox horizontal y Oz vertical ascendente. 

En el vacío, la función fiV) es nula; entonces el movimiento está regido 
por las ecuaciones (8.3.1-1), que se integran en la forma (8.3.1-2) cuando 
se toma como origen la posición inicial y cuando se designan por Vq y a las 
coordenadas polares de la velocidad inicial. 


d^x 

m —- = 0 

d/2 


d?z 

m — - — 
dt^ 


(8.3.M) 


X = foi cosa , y — — i +. z;oí sena (8,3.1-2) 


La trayectoria es la parábola definida por la ecuación (8.3.1-3), el eje 
es vertical, y la concavidad está dirigida hacia abajo. Cundo a es negativa, 
el móvil desciende desde el instante inicial; cuando a es positiva, asciende 
hasta el vértice de la parábola, punto de coordenadas Xs e ys, y a continua- 
ción desciende. El alcance horizontal O A es igual a 2Xs\ es máximo para 
Estando dado el módulo Vq de la velocidad inicial, el lugar de los 
puntos accesibles se obtiene escribiendo que la ecuación (8.3.1-3) tiene dos 
raíces reales en tg «; así se obtienen los puntos interiores a la parábola de¬ 
finida por la ecuación (8.3.1-5), llamada parábola de seguridad. 


y 


gx^ 

2vo^ cos^a 




tg a 


Xs 


— sen 2a 
2g 

y = — 


> ys 

gx^ 

2i;o^ 


Vo^ 

= — COS 2a 
2g 

vo^ 


(8.3.1-3) 


(8.3.1-4) 


(8.3.1-5) 


8.3.2. Movimiento de un punto pesado en el aire. — Cuando el des- 
plazamiento tiene lugar en el aire, la función (pÇV) es positiva, creciente, 
acotada al mismo tiempo que V; para V=0, es nula; para V infinita, crece 
más de prisa que una función lineal. Designando por y y « las coordenadas 
polares de la velocidad, las ecuaciones dei movimiento proyectadas sobre las 
direcciones a y a+7rf2 se escriben en la forma (8.3.2-1); por eliminación 
dei tiempo se deduce de ella la ecuación diferencial de las hodógrafas en 
la forma (8.3.2-2), Una vez integrada esta ecuación, el tiempo, la abscisa x 
y la cota y se expresan por cuadraturas en función dei ângulo 

dV da 

— = — ^sena — gw (V) , V — = — g cosa (8,3.2-l) 
át d" 

dV ^ + sena 

da 


cosa 


(8.3.2-2) 
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las hodógrafas llegan por lo tanto al punto L, que se alcanza al cabo de un 
tiempo infinito. Cuando I tiende a L, la hodógrafa que pasa por / tiende a 
una posición limite (Fq); las hodógrafas situadas debajo de (Tq) pasan por 
L sin atravesar previamente la curva (C). 


Estúdio de las trayectorias. — En todos los casos, cuando el tiempo 
aumenta indefinidamente, a tiende a — 7r/2 y la velocidad al valor limite Vl 
después de haber pasado o no por un mínimo el cual está situado siempre 
en la rama descendente de la trayectoria. Las trayectorias tienen una asín- 
tota vertical. Consideremos dos puntos mi y m 2 de la misma cota y, estando 
situado mx en la rama ascendente y m 2 en la rama descendente. Siendo ne¬ 
gativo el trabajo de la resistência dei aire, la energia cinética disminuye, 
luego la velocidad V 2 en m 2 es menor que la velocidad Vi en mi; de esto 
se deduce cos a 2 <cos «i; en efecto, designando h la cota máxima, se tienen 
las relaciones (8.3.2-4). 

En consecuencia el punto de caída está más cerca de la vertical dei vér¬ 
tice que el punto de partida. 


h “1 

y 0 

h “2 

y 0 

1 

log - 

cosai 

Cuando se tiene = 

la ecuación diferencial de las hodógrafas es lineal si se toma como incóg¬ 
nita V'”. 

El movimiento de un punto en el aire engendra perturbaciones que se 
propagan con una velocidad c; esta velocidad es constante cuando el aire es 
homogéneo, lo que supondremos. Como los fenómenos sonoros están cons¬ 
tituídos por perturbaciones de este tipo, la velocidad c se llama velocidad 
de propagación dei sonido o más brevemente velocidad dei sonido, En el 
instante r, el punto ocupa una posición P(t); la perturbación emitida por 
el punto en este instante se encuentra en el instante t sobre una esfera 
2(t, t) de centro P(t), de radio c(í— t); la ecuación de esta esfera se escribe 
en la forma (8.3.2-5). El conjunto de las esferas S(t, 0 constituye en el 
instante t una familia que admite una envolvente S(t). Cada esfera toca a 
su envolvente según una circunferência definida como intersección de la es¬ 
fera por el plano radical de ella misma y de una esfera infinitamente próxi- 


a da = log 


cosai 


a da = log 


cosa2 


(8.3.2-4) 


< log 


1 


COSa2 
a + èK" 
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las hodógrafas llegan por lo tanto al punto L, que se alcanza al cabo de un 
tiempo infinito. Cuando I tiende a L, la hodógrafa que pasa por I tiende a 
una posición limite (ro); las hodógrafas situadas debajo de (ro) pasan por 
L sin atravesar previamente la curva (C). 

Estúdio de las trayectorias. — En todos los casos, cuando el tiempo 
aumenta indefinidamente, a tiende a — 7r/2 y la velocidad al valor limite Vl 
después de haber pasado o no por un mini mo el cual está situado siempre 
en la rama descendente de la trayectoria. Las trayectorias tienen una asín- 
tota vertical. Consideremos dos puntos mi y de la misma cota y, estando 
situado mi en la rama ascendente y ni 2 en la rama descendente. Siendo ne¬ 
gativo el trabajo de la resistência dei aire, la energia cinética disminuye, 
luego la velocidad V 2 en m 2 es menor que la velocidad Vi en mi; de esto 
se deduce cos a 2 <cos «i; en efecto, designando h la cota máxima, se tienen 
las relaciones (8.3.2-4). 

En consecuencia el punto de caída está más cerca de la vertical dei vér¬ 
tice que el punto de partida. 



(8.3.2-4) 


COS OL2 


COSati 


Cuando se tiene = fl + èK”, 


la ecuación diferencial de las hodógrafas es lineal si se toma como incóg¬ 
nita V”. 

El movimiento de un punto en el aire engendra perturbaciones que se 
propagan con una velocidad c; esta velocidad es constante cuando el aire es 
homogéneo, lo que supondremos. Como los fenómenos sonoros están cons¬ 
tituídos por perturbaciones de este tipo, la velocidad c se llama velocidad 
de propagación dei sonido 0 más brevemente velocidad dei sonido. En el 
instante r, el punto ocupa una posición P(t); la perturbación emitida por 
el punto en este instante se encuentra en el instante t sobre una esfera 
2 ( 7 , t) de centro de radio c(í— 7 ); la ecuación de esta esfera se escribe 
en la forma (8.3.2-5). El conjunto de las esferas ^( 7 , t) constituye en el 
instante t una familia que admite una envolvente S(í)« Cada esfera toca a 
su envolvente según una circunferência definida como intersección de la es¬ 
fera por el plano radical de ella misma y de una esfera infinitamente próxi- 
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ma; la ecuación dei plano radical se escribe en la forma (8.3.2-6). La inter- 
sección es real si la distancia dei centro de la esfera al plano radical es 
menor que el radio c(í —t); así se obtiene la condición (8.3.2-7) la cual 
expresa que la velocidad dei punto P debe ser supersónica en el instante r. 

{M — P(r) }2 = c2(/ — t)2 (8.3.2-5) 

{ M — P(t) } ■ P'(t) = cHt — t) (8.3.2-6) 


c\t — t )2 

{PW 


C\t — t )2 


(8.3.2-7) 


En la envolvente S(t) hay una acumulación de perturbaciones y un ob¬ 
servador situado sobre esta envolvente oirá una detonación. Solamente los 
puntos que se desplazan a velocidades supersónicas provocan detonaciones. 
En el curso dei tiempo, la superfície S{t) se desplaza y el número de deto¬ 
naciones percibidas por un observador inmóvil dependerá dei movimiento 
dei punto P y de la posición dei observador. 

La figura 8.3.2-c representa el caso de un punto animado de un movi- 



Fig. 8.3.2, c. 



Fig. 8.3.2, d. 


miento rectilíneo de aceleración constante. La figura 8.32-d representa el 
caso de un punto animado de un movimiento rectilíneo cuya velocidad crece 




Fig. 8.3.2, /. 
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hasta un valor supersónico y a continuación decrece. La envolvente S{t) 
corta a la trayectoria en dos puntos A y B correspondientes a las perturba- 
ciones emitidas cuando la perturbación era sónica; a un observador situado 
en la proximidad de la trayectoria llegará primero la hoja de la envolvente 
próxima al punto A, y luego la hoja próxima al punto B. Se puede decir, 
de manera aproximada, que oirá primero la detonación provocada cuando 
el punto P ha franqueado la velocidad dei sonido por segunda vez, y luego 
la detonación provocada cuando el punto P ha franqueado la velocidad dei 
sonido por primera vez. 

La envolvente S{t) se desplaza en el curso dei tiempo; para ciertos mo- 
vimientos dei punto P, puede tener un punto fijo. Se comprende que, en 
este punto, la perturbación provocada por el movimiento dei punto P será 
particularmente violenta; esto explica la rotura de los vidrios de ventana 
causada en ciertos casos por aviones que se desplazan a velocidades super¬ 
sónicas. 

8.3.3. Movimiento bajo Ia acción de una fuerza central. — Un punto 
material M, de masa m, está sometido a una fuerza central mF, la direc- 
ción de la cual pasa constantemente por un punto fijo O, llamado centro de 
fuerzas. El valor algebraico mF de la fuerza medida sobre el eje OM es 
positivo en el caso de una fuerza repulsiva y negativo en el caso de una 
fuerza atractiva. 

Como la fuerza es central, lo mismo ocurre con la aceleración y (en una 
referencia absoluta); luego la trayectoria es plana y resulta cómodo referir, 
en el plano de la trayectoria, la posición dei punto M por sus coordenadas 
polares OM=r, {OX,OM) = 0, designando Ox un eje fijo. El movimiento 
está determinado por las ecuaciones siguientes: 



(8.3.3-1) 

(8.3.3-2) 


La constante C representa el momento de la velocidad con respecto al 



origen; designando por V esta veloci¬ 
dad y por a) el ângulo que forma con 
el radio vector, tenemos 


C = rV senco = roVo sencoo 


En el caso en que la fuerza F no 
depende más que de la posición dei 
punto M, F={r, 0), la ecuación (8.3.3- 
2 ) permite determinar la trayectoria. 


Recíprocamente, esta ecuación indica 


Fig. 8.3.3, a. 


que, estando dadas la trayectoria y 
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el centro de las fuerzas, existe siempre una fuerza central bajo cuya acción 
el punto podrá describir la trayectoria dada. Las trayectorias de un punto 
que se desplaza bajo la acción de una fuerza central se suelen llamar órbitas. 

En el caso particular en que la fuerza F no depende más que de la dis¬ 
tancia, F = r(r) (caso que supondremos desde ahora realizado), la ecuación 
diferencial (8,3.3-2) tiene soluciones r = n = constante, que corresponden a 
órbitas circulares; estas órbitas, que no pueden existir más que en el caso 
de una fuerza atractiva (F<0), son descritas con una velocidad angular 
constante 0 = 0 q, relacionada con el radio a por la fórmula siguiente: 


aÔo^ + F(a) = 0 (8.3.3-3) 

El punto M describirá la órbita circular de radio r=a, si se verifican las 
condiciones iniciales siguientes 

ro = a , Oo arbitraria 


ro =0 


Õo = i 



Para reconocer la estabilidad escribiremos la ecuación diferencial que 
determina las variaciones de r en función dei tiempo 


y^rÒ2=F(r), 

0 sea 

r+Âr)=0 


con 



La órbita circular será estable si la derivada f\r) es positiva para r=a. 
Teniendo en cuenta que fia) es nulo, se obtiene la condición 

3F(a) + aF'ia) < 0 (8.3.3-4) 


En el caso de una fuerza atractiva proporcional a una potência de la dis¬ 
tancia 



/X < 0, 


las órbitas circulares serán estables si s<3 e inestables si 3. 

En una órbita circular la velocidad es constantemente perpendicular al 
radio vector. En el caso general, esta particularidad puede aparecer en cier- 
tos puntos de la trayectoria, ilamados ápsides. Toda recta soporíe dei radio 
vector correspondiente a un ápside es una línea de los ápsides y es un eje 
de simetria de la trayectoria. En efecto, si un punto que describe una órbita 









PUNTO MATERIAL EN EL ESPACIO 


225 


r=f{6), con una ley de espacios tal que r^0 = C, llega a un ápside A de 
coordenadas polares r=a, 6 = a, el movimiento ulterior estará definido por 
los datos iniciales 



r = 0 , ^ - ^2 


y por las ecuaciones diferencia- 
les (8.3.3-1) y (8.3.3-2). Pero es¬ 
tos datos iniciales y estas ecua¬ 
ciones díferenciales, que definen 
un movimiento y uno solo, son 
verificados por las funciones 

r = (p{2oc — 9) y ^ 

Se tiene pues, para 0^ a 

<p(d) 

lo que demuestra que la línea de los ápsides ^ a es un eje de simetria de la 
trayectoria. Los ápsides son los puntos en que la derivada (p\0) se anula. 

Designemos por A y B dos ápsides consecutivos, figura 8.3.3-&; el ápside 
siguiente después dei punto B será el simétrico A' dei punto A con respecto 
a la recta OB. Resulta que el ângulo que forman los rádios vectores que 
llegan a dos ápsides consecutivos es constante y se le denomina ângulo apsi- 
dal. Las distancias apsidales tienen alternativamente uno de los dos valores 
OA u OB. 

Ahora supondremos que, cuando el punto se aleja hasta el infinito, el 
producto r^'^"F(r)(£>0) queda acotado. La integral de la energia cinética se 
puede escribir entonces en la forma siguiente: 



r- + 2 I F(r) dr = constante (8.3.3-5) 


Cuando la constante que figura en el segundo miembro de la ecuación 
(8.3.3-5) es nula, ías trayectorias se denominan órbitas criticas. Éstas no son 
reales más que en el caso de una fuerza atractiva. La magnitud de la velo- 
cidad dei punto que describe una órbita crítica no depende más que dei 
radio vector r; esta velocidad se denomina crítica: 





(8.3.3-6) 


15 - Mecânica General 
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La ecuación diferencial de las órbitas críticas, deducida de la ecuación 
(8.3.3-5) por eliminación dei tiempo (r^d6 = C dt), se escribe 


00 



Las órbitas críticas dependen de la constante C; cuando esta constante está 
fijada, las órbitas quedan definidas salvo una rotación arbitraria. Todo punto 
cuya velocidad inicial es igual a la velocidad crítica describe una órbita 
crítica. 

Cuando la constante que figura en el segundo miembro de la ecuación 
(8.3.3-5) es positiva, es igual al cuadrado de la velocidad w en el infinito. 

El vector u> que representa esta velocidad tiene por soporte Ia asíntoía de 
Ia trayectoria, y la posición de ésta está determinada por el vector ligado 
b = OB que une el centro de Ias fuerzas con su proyección ortogonal sobre 
Ia asíntota. La concavidad de la trayectoria está dirigida bacia el lado de la 
aceleración, es decir el lado de la fuerza. Con respecto a la asíntota, la tra¬ 
yectoria está pues situada al mismo lado que el centro de las fuerzas en el 
caso de una fuerza de atracción (fig. 8.3.3-c), y al lado opuesto en el caso 
de una fuerza de repulsión (fig. 8.3.3-d). 



Fig. 8.3.3, c. —Fuerza de atracción. Fig. 8.3.3, d.— Fuerza de repulsión. 


Como se tiene C — bw, la ecuación diferencial de las órbitas, deducida de 
la ecuación (8.3.3-5) por eliminación dei tiempo ir^dO = bw dt), se escribe 
en la forma siguiente: 


1 1 

r‘í[d6) ~ b^ 

8.3.4. Caso de una ley de interacción en r S. — El caso de una ley 
de interacción inversamente proporcional a Ia quinta potência de la distancia 
juega un papel importante en física teórica. Poniendo 


2 J F(r) dr 

r 

b^w^ 


(8.3.3-8) 
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F(r) = 


-1 


la ecuación 
guientes: 


diferencial de las órbitas se escribe en una de las formas si- 




coíi: 



C=ro^Ôo , 




Las dos ecuaciones difieren sólo en una permutación de las constantes K y 
De esto se deduce que toda solución de la primera ecuación es tam- 
bién solución de la segunda, a condición de permutar las constantes. Cada 
vez que se haya bailado una órbita, se obtiene una nueva órbita efectuando 
una inversión cuyo polo está situado en el centro de las fuerzas. 

La forma de las trayectorias depende esencialmente de que sean reales 
las raíces de la ecuación 


^u* + u^-K = 0. 


Pondremos 


y = 


2^K 
C2 ’ 


El discriminante de la ecuación vale 1 —y; el producto de las raíces tiene el 
signo de y y la suma Ui^ + U 2 ^ tiene el signo de — jn. Designando por 
± ri, ± r 2 los valores de r que anulan dr/d^, se obtienen los resultados 
siguientes: 


l.° Fuerza de atracción (m<0) 


7 

C 

> 1 


ri 

Real 

Real 

Imaginario 

rz 

Imaginario 

Real 

Imaginario 

2® Fuerza de repulsión (/x>0) 



y 

0 

' 1 


ri 

Real 

Imaginario 

Imaginario 

r2 

Imaginario 

Imaginario 

Imaginario 
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En realidad los casos y>0 no se realizan nunca porque la desigualdad 
ju.<0 implica K>0 y y<0. 

De la tabla se deduce que el segundo miembro de la ecuación (8.3.4-1) 
es positivo en los casos siguientes: 


1° Fuerza de atracción (/a<0) 

y < 0 r < ri 

0<y<l r<ri o n <t 

1 < y 

siempre positivo 

2 .® Fuerza de repulsión (/a>0 ) 


y < 0 ri > r 


Así, en el caso de una fuerza de repulsión, r varia siempre desde ri 
hasta el infinito; este es el caso de la curva representada en línea de trazos 
en la primera de las figuras 8.3.4. En el caso de una fuerza de atracción, 
las diversas trayectorias posibles están representadas en las figuras 8.3.4. 
En el caso particular y=0, las trayectorias son circunferências si K=0 y 
rectas si /xC“2=zO. En el caso particular y = l, las trayectorias son espirales. 



T<0 


J~C^ V2(0-^o) 


" = J-c^ V2(e - eo). 




T=0 



r=i 


Fig. 8.3.4. — Caso de una ley de interacción en /*“^. 
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La velocidad crítica es 


V 2r^ ’ 


las órbitas críticas son las circunferências 




8.3.5. Caso de una ley de interacción en r~^. — El caso de una ley de 
interacción inversamente proporcional al cubo de la distancia presenta cier- 
tas particularidades. Entre las leyes de fuerzas F(r)=/Ar“®, el caso s=5 cons- 
tituye un caso limite tanto en lo que concieme a la estabilidad de las órbitas 
circulares como a la determinación de las órbitas críticas. 

Cuando la fuerza tiene por expresión 



la velocidad crítica es igual a la velocidad en la órbita circular 





La ecuación diferencial de las órbitas se escribe en la forma (8.3.5-1) 
y la forma de las trayectorias depende dei signo dei coeficiente 1 —y. 


^ + (i-y)“ = o, y = -§ (8.3.5-1) 


l.° y<l. Las condiciones iniciales verifican la condición 

Vo sen Ct>0 ^ PcrUica (ro). 

Las órbitas están definidas salvo en una semejanza por la ecuación 


a 

cos md 


(8,3.5-2) 


con 

= 1 — y , a = constante. 

Estas órbitas tienen un ápside para ^ = 0 y dos asíntotas para 0 = ±7r/2m; 
la distancia dei origen a las asíntotas es h — ajm. Las órbitas correspondien- 
tes al mismo valor de la constante a y a diversos valores dei parâmetro m 
están representadas en la figura 8.3.5-a. 
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2.° y>l, La solución general de la ecuación (8.3.5-1) se escribe en la 
forma 

M = ^ e"® + 5 (8.3.5-3): 

con «2 —Según que las constantes A y B tengan el mismo signo o 
signos contrários, las órbitas están definidas, salvo en una semejanza, por 
una de las ecuaciones siguientes: 

_ Ü _ ^ 

^ chn9 ^ shnd 

En todos los casos el origen es un punto asintótico. En el primer caso, 
las órbitas tienen un ápside; en el segundo tienen una asíntota. Si A o E es 
nulo, la órbita es una espiral logarítmica. 


3.° y = l. Las órbitas están definidas por la ecuación 

_ 1 
^~C+D9 


(8.3.5-4) 


lo que representa una espiral hiperbólica si D es distinto de cero, y una 
circunferência si D es nulo. La órbita circular es inestable porque, en cuanto 
se hace o y¥^l, la órbita obtenida no se mantiene próxima a la 

circunferência, 

m=l 



Fig. 8.3.5, a, — Primer caso: r < 1. 
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Con excepción dei caso que corresponde a la órbita circular, la cual es 
desde luego inestable, el punto se aleja hasta el infinito o bien tiende asin- 
tóticamente hacia el polo. Las órbitas críticas son las espirales logarítmicas 
obtenidas en el segundo caso, cuando A o B qs nulo. 


8.3.6. Caso de una ley de ínteracción en — El caso de una ley de 
interacción inversamente proporcional al cuadrado de la distancia corres¬ 
ponde a la ley de la atracción universal descubierta por Newton basándose 
en el estúdio dei movimiento de los planetas. Las leyes dei movimiento de 
los planetas enunciadas por Kepler son las siguientes: 

«Cada planeta describe una cónica de la que un foco es el centro dei 
sol.» 

«Las áreas descritas por el radio trazado desde el sol al planeta son 
proporcionales al tiempo.» 

«La razón dei cubo dei eje mayor al cuadrado dei tiempo de revolución 
es la misma para todos los planetas.» 

1 ^ 1 + g COS (g - oQ 3 

r P 



C2 1 

J7^ 


(8.3.6-2) 


Las dos primeras leyes indican que la aceleración es central. Si se elige 
como polo el centro dei sol, la ecuación polar de la trayectoria se puede 
escribir en la fórmula (8.3.6-1) y el valor de la aceleración en la forma 
(8.3.6-2); ry 6 designan las coordenadas polares; e,p,ay C designan cuatro 
constantes. La fuerza que engendra el movimiento se expresa por la fór¬ 
mula (8.3.6-3) en la cual el coeficiente / depende a priori de la masa tn dei 
planeta y de la masa M dei sol. En una cónica de semiejes a, b, se tiene 
b^—pa-, por otra parte la ley de las áreas 

C dr = r2 dO 


integrada durante una revolución de duración T da 

CT = liTob. 



Fig. 8.3.6, a. 
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De ella se deduce la expresión dei producto fM en la forma (8.3.6-4); según 
la tercera ley de Kepler, el coeficiente f es independiente de m; por razón 
de simetria es lógico admitir que es independiente de M; ésta es una cons¬ 
tante universal que tiene las dimensiones y el valor 6,670 • 10”^ 

en el sistema CGS, 


F = 


?nr = — 


m 

p 


fmM 


(8.3.6-3) 


fM 


C2 ^ «3 

= — = 47t2 - 

p 7^ 


(8.3.6-4) 


La fórmula (8.3.6-3) constituye la ley de la atracción universal descu- 
bierta por Newton. Es sencillo hallar el movimiento partiendo de esta ley. 
Se tienen las relaciones siguientes en las cuales « designa el ângulo que 
forma la velocidad v con el radio vector SP\ Tq, Vq y <úq son los valores 
iniciales dc r, v, y <ú: 


1 

r 


C2 


d2 / 1 \ I _ fM 

iT/ 7 “ 

— = C = rovo senojo 
dí 

1 / ^ a colgwo 

+ 1--I cosa- -— sen0 

\ro C2 / ro 


(8.3.6-5) 


(8.3.6 6) 


La trayectoria es una cónica cuyos elementos se determinan por identi- 
fícación con la ecuación (8.3.6-1), La naturaleza de la cónica depende de 
la velocidad inicial. 




e2 = ^ " 7 ^- 0 


fM 
fM 


0)Q 


sen ü)Q COS wq 


tg a = 


1 _ W 


fM 


(8.3.6-7) 


ro^o^ < 2/M elipse 
= 2/M parábola 
> 2/M hipérbole 


(8.3.6-8) 
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Fig. 8.3.6 6. 





Vi 

y M 


Valor dei ângulo a: fórmulas (8.3.6-7) 


Fig. 8.3.6 c. 


Si el planeta tiene un satélite cuya revolución se efectúa en el tiempo T' 
y cuya trayectoria tiene por semieje mayor cf, se obtiene la relación (8.3.6-9) 
que da la razón de la masa dei planeta a la dei sol 

m / 

M ^ \T/ 


(8.3.6-9) 
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8.3.7. Movimiento de una partícula electrizada. — El movimiento en un 
campo electromagnético de una partícula portadora de xma carga eléctrica e 
es un problema importante para el estúdio de la estructura de la matéria. 
Este estúdio es también la base de la teoria dei microscopio electrónico. 

Designando por m la masa de la partícula, el movimiento bajo la acción 
de un campo eléctrico £ y de un campo magnético H está definido por la 
ecuación siguiente: 

mr = e{E + r x H) (8.3.7-1) 


Nos limitaremos al caso de los campos electrostáticos y magnetostáticos; 
los dos campos de vectores E y H derivan entonces uno y otro de un po¬ 
tencial armónico; 

E grad V, + 3^2 ® 


H = -8radC, g + ^ + S-O. 


02^ 

02^3 

022 


La ecuación ( 8 .3.7-1) se proyecta sobre los ejes según las tres ecuaciones 
escalares (8.3.7-2) en las cuales se ha puesto A:=—e/m; admite la integral 
primera (8.3.7-3). 



0Í2 

. 0Í3' 


02 


■ lí^'' . ■ 

0Í3 

. 0Í3' 


Sx 

^ 02^ 

,1^’' , • 

dQ 

. dQ' 


dy 

y Bx^ 


mr2 4- 2eK = constante 


(8.3.7-2) 


(8.3.7-3) 


Cuando el campo electromagnético es uniforme, los vectores E y H son 
constantes y la integración es elemental. Tomando el eje de las 2 paralelo al 
campo magnético, se obtiene 


mx = e(Ei 4- Hy), 
my = e{E 2 — Hx), 
triz = e £3, 


o sea 


4 


X iy =A + B e-*<“« + — t 


H 


z = C + Dt + ^t^ 
2m 


(8.3.7-4) 
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con (ú=eHfm; A y B designan dos constantes de integración complejas; 
C y D designan dos constantes de integración reales. Si el campo magnético 
es nulo, la trayectoria es una parábola; si el campo eléctrico es nulo, la 
trayectoria es una hélice circular recta cuyo eje es paralelo al campo mag¬ 
nético. 

Cuando el campo electromagnético posee la simetria de revolución alre- 
dedor de un eje que tomaremos como eje Oz, el estúdio de las trayectorias 
en la proximidad dei eje de revolución es todavia un problema elemental. 
Los potenciales pueden ser desarrollados en series de potências de la va- 
riable R^=x^+y^; como estos potenciales son armónicos, sólo son arbitrá¬ 
rios los primeros coeficientes. 



V2n = 
£Í2n — 


2n—l 

2n 

2n—\ 

2n 


V'2n-2 

í2"2n-2 




En las proximidades dei eje de revolución (R=0), las ecuaciones 
(8.3.7-2) se escriben en la forma siguiente: 


x = k(xV2 + yí2'o — 
y = k{yV2 — xQ'o + xzQ^ 
z = kVo 


La última ecuación conduce a la integral primera 

=2it(Ko—C) = h'2(z) 

que da el valor de z en función dei tiempo; ella permite también eliminar 
el tiempo en las dos primeras ecuaciones. Suponiendo z positivo en el ins¬ 
tante inicial, se tendrá z=u;(z)>0. Poniendo Z=x+\y y expresando V 2 y 
^2 por medio de iv y de fio 


V 2 


— ^¥"0 = 


ww’ -f w"^ 


Q2= — \Q'o., 


2k 
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se obtiene para la función C(z) la ecuación diferencial siguiente: 

g + + (8.3.7-5) 


con : 


p — 

w w 
I /W* ^ H'"' 
w 


G — õ 1—^”r) 

I 2 \ IV / 


ikQ\ 
2w ‘ 


En la ecuación (8.3.7-5) se puede hacer desaparecer la derivada primera 
poniendo 


Se obtiene 


con: 


Çí= u exp 




-l!‘ 

Zo 

. /^o iit ri3'(í).,/ 


dz^ 


+ ^(z)^ = 0 


(8.3.7-6) 


3 w'2 lc^Q'n^ 

4 >v2 4yy2 


La determinación de las trayectorias se reduce a la integración de la 
ecuación (8.3.7-6). El hecho de que el coeficiente S(z) sea real y positivo 
conduce a propiedades notables de estas trayectorias. Siendo lineal y homo¬ 
génea la ecuación (8.3.7-6), su solución general se escribe en la forma: 

u = otJlz) + ^g(z). 


designando a y 13 dos constantes de integración que, pueden ser complejas; 
f(z) y g(z) designan dos soluciones particulares independientes. Como el coe¬ 
ficiente S(z) es real, se puede tomar 


I /(^o) = 0 í g(zo) = 1 

I f'(^o) = 1 I g'(zo) = 0. 

Con esta elección, se tiene 

u = u'of(z) + wog(z) 


(8.3.7-7) 
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La trayectoria correspondiente corta el plano z—z\ en el punto definido 
por el valor 

ui u'of(zi) + wo^C^i). 


Para todas las trayectorias que parten dei punto PqÍxo, yo, zq), Uq tiene el 
mismo valor, pero w'o varia de una trayectoria a otra. Estas diversas tra¬ 
yectorias cortan al plano z=zi en un punto único, si y solo si se satisface la 
condición /(zi)=0. El punto único Pi así definido se llama imagen dei 
punto Pq, Las condiciones que determinan el punto Pi dependen de zo, pero 
no dependen de xo ni de yo* Luego si un punto Pq tiene una imagen Pi, 
todos los puntos dei plano no(z=zo) poseerán una imagen en el plano 
Ui{z=Zx). Por esta razón se da el nombre de lente electromagnética a todo 
campo electromagnético que admite simetria de revolución. La ampliación 
que proporciona la lente es 




Fig. 8.3.7, a. — Imágenes electromagnéticas. 


En los microscopios electrónicos se logran ampliaciones iguales a 200 000 
mediante una elección conveniente de la función S(z). 

Otro caso interesante es el movimiento de un electrón sometido a la 
acción dei campo magnético terrestre. El estúdio de este movimiento, que 
conduce a una teoria de las auroras polares, es objeto dei problema núm. 1. 

§ 8.4. El problema de los dos cuerpos 

8.4.1. Enunciado dei problema. — El problema de los dos cuerpos, que 
juega un papel importante en fisica teórica y en mecânica celeste, se presenta 
de la manera siguiente. Dos partículas de masas respectivas mi y m 2 se 
atraen (o se repelen) mutuamente con fuerzas iguales y opuestas. Estas fuer- 
zas tienen por soporte la recta que une las partículas, y su módulo no 
depende más que de la distancia de las partículas. Se desprecian todas las 
otras fuerzas. 












238 


MECÂNICA DEL PUNTO 


Elegida una referencia absoluta, los vectores de posición de dos partículas 
referidas a un origen fijo se designan por y rg; ponemos r = r 2 —r^. 

La fuerza ejercida por la primera partícula se designa por P, y las ecua- 
ciones dei movimiento se escriben en la forma siguiente: 

itiiri= — P , m 2 i’ 2 =P (8.4.1-1) 


Las trayectorias de las partículas son dos curvas asociadas cuyo estúdio es 
complicado. Este estúdio se simplifica notablemente si se toma no una refe¬ 
rencia íija, sino una referencia móvil convenientemente elegida. 

Una primera referencia móvil (Sm) está formada por ejes de direcciones 
Bjas que parten dei centro de inércia dei sistema constituido por las dos 
partículas. Segiin las ecuaciones (8.4.1-1) tenemos 


wiri + = 0, 


lo que expresa el resultado, bien conocido, según el cual la aceleración abso¬ 
luta dei centro de inércia es nula; la referencia (Sm) es pues una referencia 
absoluta. Puesto que el centro de inércia está tomado como origen, en esta 
referencia se tiene 

mm + mzn = 0 (8.4.1-2) 

Esta ecuación puede substituir a una de las ecuaciones (8.4.1-1). Si la ley 
de interacción entre las partículas es P=P(r), la segunda de las ecuaciones 
(8.4.1-1) se puede escribir en la forma siguiente: 


m 2»'2 


r2 


r 


mx 7«2 
ni2 


/'2 


(8.4.1-3) 


Esto nos lleva al estúdio dei movimiento de una partícula única cuya masa 
fuese la misma que en el problema inicial, mientras que la ley de fuerza está 
modificada. 

Una segunda referencia móvil (Sr) está formada por ejes de direcciones 
fijas cuyo origen coincide con la primera partícula. Esta referencia ya no es 
absoluta. El vector r~r 2 ~rx es el de posición de la segunda partícula. 
Según las ecuaciones (8.4.1-1) tenemos 


Mr=P{r) , M = (8.4.1-4) 

mx -f ni2 

Esto nos conduce también al estúdio de una partícula única bajo la acción 
de la misma fuerza que en el problema inicial; por el contrario, la masa es 
diferente. En las dos referencias móviles así definidas, la írayectoria de Ia 
partícula única cuyo movimiento se estudia es una curva plana. 

Un problema interesante es el dei encuentro de dos partículas que, para 
f = — oo, están infinitamente alejadas ona de otra; si se supone que Ia fuerza 
P{r) es entonces nula, la aceleración absoluta de cada una de las dos par- 
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tículas es nula. La referencia (Sl) formada por ejes de direcciones fijas y 
tal que, para —oo, la primera partícula esté en reposo en el origen de 
los ejes es una referencia absoluta, a la cual se da el nombre de referencia 
dei laboratorio. 

Una vez precisada la cuestión de la referencia, consideremos dos par¬ 
tículas que se aproximan mutuamente. Para —oo, la distancia entre las 
partículas es infinita. Suponemos que la fuerza P(r), para valores grandes 
de r, se anula, por lo menos como de modo que existe el po¬ 
tencial r 

F = -lJíMdr 

00 

Guando el tiempo aumenta indefinidamente, son posibles dos casos: o bien r 
permanece acotada, o bien r aumenta indefinidamente. En el primer caso 
se dice que hay captura de una de las partículas por la otra; en el segundo 
caso se dice que hay difracción. El primer problema que se plantea es saber 
si un encuentro se traduce en una captura o en una difracción, para unas 
condiciones iniciales dadas. 

El encuentro puede estudiarse en una de las tres referencias que hemos 
definido (Sm), (Sr), (Sl). Designando las velocidades iniciales por y V 2 
(velocidades para f — — oo) y precisada la referencia por el índice M, R o L, 
tenemos ^ 

porque la diferencia w = v 2 — v^ entre las velocidades de las dos partículas 
es independiente de la referencia. Por otra parte, como se tiene 

+ ^^ 2 { v 2 )m = 0 , (ri)^ = («i)^ = 0, 

se deduce de ello que 

(®2)l = (*'’i)j/ — ^1 “h 

La velocidad inicial V 2 tiene pues la misma dirección en las tres referencias. 

En la referencia (Sm), los datos ini¬ 
ciales comprenden dos rectas paralelas 
(las asíntotas de las trayectorias); en 
las referencias {Sr) y (Sl), comprenden 
un punto (posición inicial de m{) y 
una recta (asíntota de la trayectoria de 
m 2 ). Es posible representar los datos 
iniciales de un encuentro independien- 
temente de la referencia utilizada. En 
la figura 8.4.1, a, el punto O repre¬ 
senta la posición inicial de mi si la referencia utilizada es (Sr) o (Sl), un 
punto arbitrario de la asíntota de la trayectoria de mi si la referencia uti¬ 
lizada es (Sm), el vector k es un vector unitário dei soporje de ^ 2 . El vector 


B 


w 


Fig. 8.4.1, a. 

Estado inicial antes de un encuentro. 
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^ que une el punto O con su proyección oitogona] sobre el soporte de 
«2 se llama vector de impacto; su móduJo b se llama parâmetro de impacto. 

Una vez precisados los datos iniciales, estudiaremos el encuentro en la 
referencia (Sü). La partícula mi permanece en el punto O, mientras que la 
partícula m 2 describe una órbita situada en el plano (b, k) que tomaremos 
como plano de figura (figs. 8.4.1, b y c). Las coordenadas polares en el plano 
de la órbita se designan por r y y el movimiento está determinado por las 
ecuaciones siguientes; 


con ; 




2V(u) 

b^w^ 


«2 


mim2 J 


El tiempo está dado por la ecuación 


(8 A1-5) 


1 r du 
bw J f(u) 


(8.4.1-6) 


w 




Fig. 8.4.1, b. — Captura. 


Fic. 8.4.1, c. — Difracción. 


EI esquema dei encuentro depende de la función /(«), es decir de la 
forma de la función P(r), de las masas de las partículas y de las dos cons¬ 
tantes 6 y jv. La variable u es nula para t= —« y luego positiva; /(c) = b “2 
es positiva. Si /(«) es positiva para toda u, u aumenta indefinidamente y el 
origen es un punto asintótico; hay captura. Si /(u) se anula para »=«(,, 
como (Uq —«)", hay que distinguir dos casos. Para o- > 2, la trayectoria tiene 
una circunferência asíntota y hay captura; para «<2, la integral que figura 
en el segundo miembro de la ecuación (8.4.1-6) converge para u=uq. La tra¬ 
yectoria tiene entonces un ápside A y un eje de simetria O A; hay difrac- 
ción. Estos resultados se resumen bajo la forma siguiente: 

/(w) > 0 para toda u captura 

f(ú) = («0 — M)“g(w) 1 “ ^ 2 captura 
con g(uo) 7 ^ 0 j oí < 2 difracción 
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8.4.2. Estúdio de la difracción. — Para la física teórica, el aspecto más 
importante dei problema de los dos cuerpos es el cálculo de las velocidades 
despues dei encuentro en la hipótesis de una difracción. Nosotros haremos 
el cálculo en la referencia (5/?) y luego indicaremos cuáles son los resultados 
en las referencias (Sm) y (5 l). Los datos son las velocidades antes dei en¬ 
cuentro y y el vector de impacto b; las incógnitas son las velocidades 
después dei encuentro i/i y r' 2 . Introduciremos los vectores w = v 2 — vi y 
— que son independientes de la referencia. 

En la referencia (Sr), se tiene 


(líO/í — 0 , == 0, 

De lo que se deduce 


w = {v2)a 




El cálculo dei ângulo Xj Haniado ângulo de desvíación, que forma el 
vector w' con el vector iv se efectúa basándose en el ângulo polar a dei 
ápside (fig. 8-4.1, e). Como la línea de los ápsides es un eje de simetría, se 
tiene ^ + x —2^. El angulo x es negativo, comprendido entre 0 y — tt, en el 
caso de una difracción de repulsión (la trayectoria presenta su concavidad 
en ia dirección opuesta al polo); el ângulo x 6s positivo, comprendido entre 
0 y + «5 ^ en ei caso de una difracción de atracción (la trayectoria presenta 
su concavidad hacia el polo). EI radio vector dei ápside está definido por 
la ecuación f{u) = 0; se tiene pues 


u* 



(8.4.2-1) 


CÜI1 : 


1 

h-^ 


— 1(*2 


fe2^^,2 


(8.4.2-2) 


^ — n- + 20 : = xib, íO (8.4.2-3) 

El ângulo de desviación es pues una funeión conocida x=x(b,w) dei 
parâmetro de impacto ò y de la magnitud w de la velocidad relativa antes 
dei encuentro. Naturalmente, la forma de esta funeión depende de la ley de 
fuerza P(r). 

La dirección dei vector w' es conocida; la posición de su soporte es 
también conocida puesto que las asmtotas de la trayectoria son simétricas 
con respecto a la línea de los ápsides. Para determinar la magnitud de la 
velocidad relativa w', consideremos la ecuación (8.4.1-4) y de ella deducimos 


d 

dt 



= P-'r. 


16 - Mecânica General 
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Una integración a lo largo de la órbita entera conduce a la relación 


(v'2^)r = (V2^)r, 

O sea: 


w' = w, 

Así la magnitud de la velocidad relativa (la cual es independiente de la 
referencia) no es modificada por el encuentro. Designando por a el vector 
unitário cuyo soporte es la línea de los ápsides y de ângulo polar a, tenemos 

— 2a{a-w} (8.4.2-4) 

y 

(r'i)/j = 0 , (v'2)r = w' (8.4.2-5) 

Es sencillo pasar a continuación a las referencias (Sm) y (Sl). Como estas 
referencias son absolutas y el sistema formado por las dos partículas no 
está sometido a fuerza alguna exterior, la cantidad de movimiento total 
permanece constante; se conserva pues en el encuentro. Por otra parte, la 
velocidad relativa es independiente de la referencia; se tiene así 


+ m2(v'2)M = 0 
(»'2)m — (p'i)m = w' 

+ m2(v'2)L = m2W 
(»'2)l— = w'* 


De esto se deducen las expresiones de las velocidades después dei en¬ 
cuentro: 


(mi + m2)iv\)M = — W2w' 
(mi + m2)(v'2)M = W2iw' 


(mi + m2)(v\)L = ni2W — m2w' ) 

(wi + m2)(v'2)L = W2W + miw' J ^ ^ 

Para pasar de las fórmulas (8.4.2-7) a las fórmulas relativas a una refe¬ 
rencia absoluta cualquiera, basta substituir y (v' 2 )l por — y 

v' 2 ~vi respectivamente. Así se obtiene 


= ti + — ^ a { a • (v 2 — vi) } 

mi + m^ 

, 2mi . . . . 

t> 2 = V 2 ---a { a • (»2 — ti) } 

mi + m2 

8.4.3. Cálculo explícito dei ângulo de dífracción. — El cálculo explícito 
de la función x=xib, w), que expresa el ângulo de difracción en función dei 
parametro de impacto 6 y la magnitud w de la velocidad relativa, no se 
puede concluir más que si se ha precisado la ley de interacción. Vamos a 


(8.4.2-8) 
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efectuar este cálculo para las principales leyes de interacción utilizadas en 
física teórica, situándonos en la referencia (Sr), 

a) Caso de las partículas esféricas inactivas. — En el caso de partículas 



i = (<7i + 


inactivas, la única acción ejercida por 
una de ellas sobre la otra es una 
percusión en el instante en que tiene 
lugar la colisión de las dos partículas 
(fig. 8.4.3, úe). 

Suponiendo que las dos partículas 
son esféricas, ei parâmetro de impac¬ 
to h se expresa en función de la suma 
(Ti + <72 de los rádios de las dos esferas 
y dei ângulo P que forma la línea de 
los centros con la velocidad relativa en 
el instante de la percusión. 

(72) senjS 


Si las esferas son perfectamente elásticas, se tiene Xr 
ción cs independiente de iv. 

^ b 

Xr — — TT + 2 arc sen-;- 

cri + (72 

^ b 

= 2 arc COS -- 

Oi -1- ag 


— 77 + 2^ y la fun- 


(8.4.3-1) 


b) Caso de una ley de interacción en r \ — Cuando la expresión de 
la fuerza es P(r)=/Ar“*, se tiene 


Poniendo 


se obtiene 


=-r ^ 

s — 1 


mi + wia 
mintz ^ 


V = ub y A = b^^ 


V 


áv 


0 /l— 

V s — 1 




2A-2 

1 =0 


(8.4.3-2) 


s — 1 


(8.4.3-3) 
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Así el ângulo de desviación no depende de las variables b y w más que a 
través dei parâmetro A. 


Para s=5, se tiene vo 

-77 + 2\/2X r- 

JV(V0^- 


dv 


V (vo^ — v^){vi^ + v^) 


(8.4.3-4) 


Para s=3, se tiene 


Para s=2, se tiene 


vo^ = — A2 + X^/X^ + 2 


vi^ = A2 + A\/A2 + 2 

- 77 - I 1- ■ I 

i "I" 1 / 

1 


Xn = — 2 arc sen 


VI + A4 


(8.4.3-5) 


(8.4.3-6) 


Por inversión de las fórmulas que expresan el ângulo xr en función dei 
parâmetro X, se obtiene 

i«-iw2 = kfsiXn) (8.4.3-7) 

;/2(Xfl)= cotg^ 


'fz{XR) = 


(n-Xji)^ 

XrÍtt-IXr) 


EJERCICIOS 

1. Movimiento de tres puntos sometidos a descri bir una misma recta fija y a atraerse 
proporcionalmente a las masas y en razón inversa dei cubo de las distancias. 

2. Movimiento de un punto material pesado sobre una recta invariablemente unida 
a un eje vertical alrededor dei cual gira con velocidad angular constante. 

3. Movimiento de un punto material pesado sobre una circunferência vertical inva¬ 
riablemente unida a un eje vertical alrededor dei cual gira con velocidad angular 
constante. Se supone que la proyección dei eje sobre el plano de la circunferência 
pasa por el centro de ésta. 

4 . Movimiento de un punto pesado sobre un cilindro de revolución cuyo eje forma 
el ângulo a con la vertical 

5. Movimiento de un punto (no pesado) sometido a permanecer en un cono de re¬ 
volución y atraído por el vértice según una fuerza inversamente proporcional. 
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a) al cuadrado de la distancia, 

b) al cubo de la distancia. 

6. Un punto M, móvil sin rozamiento sobre un cono de vértice O, está sometido a 
la acción de una fuerza que pasa por O. ^Cuál debe ser la magnitud de la 
fuerza para que la trayectoria sea plana? 

A B 

Soluciüii: F -= - ~ A, 5constantes. 

OM^ OM^ 


7. Estudiar el movimiento de un punto material pesado sometido a desplazarse sin 
rozamiento sobre la superfície de un cono de revolución cuyo eje es vertical. 

8. Un punto material sometido a una aceleración central proporcional a 
describe una órbita circular. Demostrar que esta órbita no es estable más que 
cuando su radio es mayor que k, 

9. Un canón está colocado en una colina, de altura h, sobre un plano horizontal. 
Calcular el valor a dei ângulo de tiro que, para una velocidad inicial dada vo, 
corresponde al alcance máximo. Se desprecia la resistência dei aire. 


Soliiciún: 


1 

sen^oc 



10 . Un punto material móvil es atraído (o repelido) por un punto fijo según una 
fuerza proporcional a la potência enésima de la distancia r al origen. Demostrar 
que la integración de las ecuaciones dei movimiento se reduce a cuadraturas 

a) que conducen a funciones circulares para n = —1, —2 ó —3. 

b) que conducen a funciones elípticas de la variable u = para 

= 0, — 4 ó — 5. 

c) que conducen a funciones elípticas de la variable u = r~^ para 

n = 3, 5 ó —7. 

11. Un punto material está sometido a una fuerza constante (en magnitud y direc- 
ción) y a una fuerza normal a la trayectoria y proporcional a la velocidad. Hallar 
la trayectoria. 

(Solución: un trocoide.) 

12 . Demostrar que si un punto libre describe una trayectoria circular bajo la acción 
de una fuerza central dirigida hacia un punto de la circunferência, y función 
únicamente de la distancia a este punto, la fuerza es atractiva e inversamente 
proporcional a la quinta potência de la distancia. 

13 . Calcular el ângulo apsidal de una órbita próxima a una órbita circular de ra¬ 
dio a, descrita bajo la acción de una fuerza central atractiva, de magnitud F(r), 
estando el centro de las fuerzas en el centro de la circunferência. Estudiar el 
caso particular 


F(r) = li r~^ 


F < 0 
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{Solución: El ângulo apsidal tiene por valor 


rr 


aF\a) 
F(a) j 


en el caso general, y 


n 

— s 

en el caso particular considerado} 

14. Demostrar que si el ângulo apsidal de una órbita próxima a una órbita circular 
es independiente dei radio, y si la fuerza satisface las condiciones dei caso gene¬ 
ral, considerado en el ejercicio precedente, se tiene 

F{f) ^ , A* < 0. 

15. Determinar las órbitas críticas que corresponden a una ley de fuerzas 

F(r) = (/* < 0 , s> 1). 

{Solución: La ecuación diferencial de las órbitas críticas se escribe: 



de donde rP = oc^ cos p(d — 0o) 

2/i s — 3 1 

(í—1)2C2 ’ ^ I 

16. Un punto material, mó vil sin rozamiento sobre una esfera, es atraído en razón 
inversa dei cubo de la distancia por tres planos diametrales rectangulares dos 
a dos. Demostrar que la reacción dei punto sobre la esfera es constante en 
magnitud. 

17. Determinar en un plano vertical una curva tal que el movimiento de un punto 
pesado sometido a desplazarse sin rozamiento sobre esta curva tenga un movi¬ 
miento en el cual la componente normal de la velocidad sea constante. 

[Solución: Siendo horizontal el eje Ox la ecuación de la curva buscada es 
— ax^} 

18. Suponiendo circular la órbita de la tierra, calcular el tiempo máximo durante el 
cual puede permanecer en el interior de la circunferência que constituye la órbita 
terrestre un cometa que describe una órbita parabólica situada en el mismo plano. 

{Solución: t = 2Al3Tr , A = un ano sideral} 

19. Un punto M es atraído por un centro fijo O según una fuerza proporcional a 
r"(r = OM). iCómo es necesario elegi r el exponente n, para que todas las ór¬ 
bitas que no tienen punto en el infinito sean curvas cerradas? 

{Solución: n—~r~2 , n = l , ]• 
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20. Un punto se desplaza bajo la acción de una fuerza central que es inversamente 
proporcional al cubo de la distancia r. Demostrar que se tiene 

r2 = At^ + + C 

donde A, B y C designan constantes. 

21. Demostrar que el movimiento relativo de dos partículas no es afectado por la 
introducción de un campo de fuerzas uniforme. 

22. Los dos elementos de una estrella doble describen órbitas circulares. Calcular 
la razón de las masas de los dos elementos en función de la razón de los rádios. 

23. Uno de los satélites de Júpiter efectúa su revolución en 7 días^ 3 horas, 40 mi¬ 
nutos y se encuentra a una distancia dei centro de Júpiter igual a 15 veces el 
radio dei planeta. La Luna se encuentra a una distancia dei centro de la Tierra 
igual a 60 veces el radio de la Tierra. Hallar la razón de las masas específicas 
de Júpiter y de la Tierra. 


{Solución: 0,214} 


CAPÍTULO 9 

MECÂNICA DEL SÓLIDO 


El movimiento de un sólido está regido por las ecuaciones 
diferenciales que traducen la ley fundamental de la mecânica. 

El estúdio general dei movimiento se hace en el primer párrafo; 
se tratan dos casos en los cuales la integración se puede efectuar 
por cuadraturas, y se establecen las propiedades especiales de 
los sólidos en rotación rápida. Estas propiedades se utilizan en 
las aplicaciones industriales dei giróscopo, de las cuales la más 
importante es la estabilización de los equilíbrios aparentes. El es¬ 
túdio de algunas aplicaciones industriales dei giróscopo consti- 
tuye el tema dei segundo párrafo. Un tercer párrafo está dedi¬ 
cado al estúdio de algunos problemas clásicos de astronomia. 

§ 9.1. Estúdio general dei movimiento 

9.1.1. Establecimiento de Ias ecuaciones. — El movimiento de un sólido 
(S) alrededor de un punto fijo O se determina en general escribiendo el 
teorema dei momento cinétieo con respecto a este punto. El momento cinéti¬ 
co es igual al producto íí=D 'íi) dei tensor de inércia D por la rotación (o. 
Según que se refiera el movimiento al espacio fijo (Si), a un espacio móvil 
(S 2 ) animado con respecto a (Si) de la rotación Í2, o al sólido (S), el teore¬ 
ma dei momento cinétieo se expresa en una de las formas siguientes, en las 
cuales el segundo miembro representa el momento resultante con respecto a 
O de las fuerzas exteriores: 
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En el caso de que las fuerzas exteriores se reducen únicamente a las 
fuerzas de gravedad, razonando en una referencia ligada al sólido (S) se 
obtiene la ecuación (9.1.1;2) en la cual G designa el centro de inércia y mg 
el peso. A esta ecuación hay que asociar la (9.1.1-3) la cual expresa que el 
peso es un vector constante. 

/dH\ 

("dT/s + " X ^ X "'í (9.1.1-2) 

(^)s + “ X = 0 (9.1.1-3) 

Tomamos como ejes Oxyz ligados al sólido (S) los ejes principales de 
inércia dei punto O y designamos por p, q, r las componentes de la rotación 
to, por vi, 72 . 73 las componentes dei peso, por A, B, C los momentos prin¬ 
cipales de inércia en el punto O, por xq, yo, zo las coordenadas dei centro 
de inércia G. Las ecuaciones (9.1.1-2) y (9.1.1-3) se proyectan según las 
ecuaciones (9.1.1-4) y (9.1.1-5) respectivamente: 

Ap + {C — B) qr = Jo 73 — zq 72 

Bq A- {A — C) rp = zo 71 — xo 73 

Cf + {B — A) pq = Xo 72 — >’o 71 

71 + ? 73 — /■ 72 = 0 

72 + r 71 — p 73 = 0 

73 + /> 72 — ? 71 = 0 

p = Ô cos<p + i/r sen^ scn<p 

q = — 9 senyj -j- ijj sen0 cosç> 

r = <p + 'Ã COS0 

Se obtiene un sistema de seis ecuaciones diferenciales de primer orden 

para determinar las seis incógnitas p, q, r, 71, 72, 73. Los ângulos de Euler 
6, f se determinan a continuación por medio de las ecuaciones (9.1.1-6). 
En los casos particulares siguientes, la integración se efectúa por cuadratu- 
ras; nosotros nos limitaremos al estúdio de las dos primeras. 

Caso de Poinsot . xo=yo = zo = 0 

Caso de Lagrange . Xo=yo = 0 , A = B 

Caso de la Sra. Kovalewsky . zo = 0 , A = B = 2C 

El cálculo de la reacción R dei punto fijo se efectúa aplicando el teore¬ 
ma de la resultante cinética; designando por m la masà, por Vq y por 


(9.1.1-4) 
j (9.1.1-5) 
f (9.1.1-6) 
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Tg la velocidad y la 
tados siguientes: 
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aceleración dei centro de inércia, se obtienen los resul- 
mTG = mg + R | 

/dVG\ 

Tg = + w X Fg (9.1.1-7) 

Vq = ta X OG ) 


9.1.2. Movimiento de Poinsot. — Se llama movimiento de Poinsot el de 
un sólido alrededor de un punto fijo en el caso de que las fuerzas exteriores 
tienen momento nulo con respecto a este punto. Las ecuaciones dei movi¬ 
miento (9.1.2-1) admiten soluciones particulares obtenidas tomando dos de 
las tres componentes p, q, r nulas siendo constante la tercera; entonces el 
sólido (S) está animado de una rotación uniforme alrededor de uno de sus 
ejes principales de inércia (el eje instantâneo de rotación está fijo en el 
cuerpo y lo está también en el espacio fijo). 

Ap (C — B) qr = 0 \ 

Bq + (A — C) rp = 0 ( (9.1.2-1) 

Cf (5 — A) pq 0 ) 

En el caso general se obtienen las dos integrales primeras (9.1.2-2) que 
expresan respectivamente que la energia cinética y el módulo dei momento 
cinético son las constantes h y H 

Ap^ + Bq^ + Cr^ ^ h \ 

A2p2 + 52^2 + C2/-2 = i/2 ) (9.1.2-2) 




El punto Q extremo dei vector 

OQ = 

se desplaza sobre la superfície 

Ax^ + By2 -I- Cz2 = 1, 
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llamada elipsoide de Poinsot dei sólido en el punto O. El plano tangente en 
Q al elipsoide de Poinsot tiene por ecuación 


Apx + Bqy + Crz = ; 


este plano, perpendicular al momento cinético H que es un vector constante, 
está situado a una distancia fija dei origen. De ello se deduce que, en el 
curso dei movimiento, el elipsoide de Poinsot rueda sin resbalar sobre un 
plano fijo, siendo la rotación (o proporcional al vector OQ, El lugar geomé¬ 
trico dei punto Q sobre el elipsoide se llama polodia y su lugar geométrico 
sobre el plano fijo se llama herpolodia. La polodia, lugar de los puntos dei 
elipsoide de Poinsot en los cuales el plano tangente está a una distancia 
dada dei centro, se define por las ecuaciones siguientes: 


Ax^ + By^ -f Cz2 = 1 
A^x^ + B^y^ + C2z2 = Z) = mih 


j (9.1.2-3) 


Cuando se tiene A—B^C, las polodias son circunferências de eje Oz, 
paralelas dei elipsoide de Poinsot. La longitud dei vector OQ es entonces 
una constante, de modo que las herpolodias son también circunferências, in- 
tersecciones dei plano fijo y de las esferas de centro O y radio OQ. En el 
caso general, A>B>C, las proyecciones de las polodias sobre el plano zOx 
son arcos situados en las hipérbolas 


A(A — 5) ;c2 + C(C — B) z^ = D — B. 


Las hipérbolas tienen todas las mismas asíntotas. Las polodias son curvas de 
cuarto orden que rodean los vértices situados en el eje menor Ox, o los vér¬ 
tices situados en el eje mayor Oz. Para D—B=0, la polodia se descompone 
en dos elipses que pasan por los vértices situados en el eje medio Oy. 

La integración de las ecuaciones (9.1.2-1) se puede efectuar por medio de 
las funciones elípticas. En el instante to en que el punto que describe la po¬ 
lodia encuentra al plano zOx, hagamos p=P, q=0 y r=R, Es posible hallar 
tres constantes Q, ^ y tales que las funciones (9.1.2-4) satisfagan a las 
ecuaciones dei movimiento. Así se caracterizan las polodias que rodean al 
eje mayor Oz. Permutando las expresiones de p y de r, se caracterizarán las 
polodias que rodean al eje menor Ox. 

En el caso D—.8 = 0, se obtiene k^=l de modo que las funciones elíp¬ 
ticas degeneran en las (9.1.2-5). Cuando el tiempo aumenta indefinidamente, 
el movimiento tiende asintóticamente hacia una rotación permanente alrede- 
dor dei eje medio. 


p — P cn{ \{t — to) y k} 

q = Q sn{ A(í — 4) , A:} 

r = R dn{ X{t — /o) , fc } 
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Q2 = f 2 


*2 


B(B — C] 
f 2 A{A — B) 
Ji2 c(B— C) 


Si el valor obtenido para el coeficiente fuese mayor que la unidad, habrá 
que permutar en las fórmulas (9.1.2-4) las funciones cn y dn; el valor obte¬ 
nido para el nuevo coeficiente será entonces inferior a la unidad 


P = 


ch A(í — ío) 




R 


th A(í — ío) 


r = 


ch A(í — ío) 


(9.1.2-5) 


Para calcular los ângulos de Euler, se puede suponer que el eje Ozi es 
el soporte dei momento cinético H. De ello se deducen las relaciones 
(9.1.2-6) que determinan 0 y (p; luego se obtiene i/' por una cuadratura. 


Ap = H sen6 sen(p , Bq = H senO coscp , Cr = H cosO 


^ senô = p sen?) -j- q cosq> — 
Ap^ + Bq^ 


ilí = H 


A2p2 A-B2q2 


= H 


Ap^ -f- Bq^ 
Hsend 
h — Cr^ 


(9.1.2-6) 


(9.1.2-7) 


Íf2_ ^2^2 


El trazado de las polodias muestra que las rotaciones alrededor dei eje 
mayor y alrededor dei eje menor dei elipsoide de Poinsot son estables, mien- 
tras que las rotaciones alrededor dei eje medio son inestables. Esta estabili- 
dad resulta también de las ecuaciones (9.1.2-1), de las cuales se deduce 


42 


(A-B){B-C) 


AC 




designando por / y g dos constantes. Guando F'(q) es nulo, se tiene 

> 0 , 


lo que prueba la inestabilidad de las rotaciones alrededor dei eje medio. 
La estabilidad de las rotaciones alrededor de los otros ejes se prueba de ma- 
nera análoga. 

Cuando un sólido pesado se desplaza libremenle en el vacío, su centro 
de inércia se desplaza sobre una parábola (sección 8.3.1) y el movimiento 
alrededor dei centro de inércia es un movimiento de Poinsot. Cuando el ten¬ 
sor central de inércia es un tensor esférico, el movimiento alrededor dei cen¬ 
tro de inércia es una rotación uniforme. 
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9.1.3. Movimiento de Lagrange. — El movimiento de un sólido de revo- 
lución pesado suspendido de un ponto de su eje fue estudiado por Lagran¬ 
ge. Designamos por O el punto fijoj por Ox^yiZi (Ozi según la vertical 
ascendente) ejes fijos, por Óxyz (Oz según el eje de revolución) ejes ligados 
al sólido. Los planos Oxy y Ox^yi se cortan según una recta en ía que elegi- 
renios im sentido positivo Ou. Introduzcamos los ângulos de Euler 

ip = (Oxi, Ou) , e (Ozu Oz) 

y <p, ângulo de rotación propia dei sólido. Las componentes de la rotación to 
según los ejes rectangulares Ouvz son: 

p — 6 , g — ip sQnd , r = ^ ^ COS0. 

Las ecuaciones dei movimiento tienen tres integrales primeras. 

1) La tercera de las ecuaciones (9.1.1-4) se simplifica puesto que se 
tiene A=B, xo=yo = 0. Se obtiene 

9 + ^ COS0 = ro = (9.1.3-1) 

2) La proyección sobre Ozi dei momento cinético con respecto a O es 
constante. Las componentes de este momento cinético sobre los eies Ouvz 
son: 

A6 , Aip smO , Cr; 

se obtiene pues 

Aipserfiô + Cr cos0 = (9.1.3-2) 

ipsenW = j8 — bro cos9 

3) La suma de las energias cinética y potencial es constante. Designan¬ 
do por I la cota dei centro de inércia referida a los ejes Oxyz, se obtiene 

A {ô^ ip^sen^d) + Cr^ = — 2Mgl cos0 -f \ 

= a ~ a COS0 — | 

Las constantes a=2MgllA y h — CjA corresponden al sólido; las cons¬ 
tantes « y ^ dependen de las condiciones iniciales. Introduciendo la incóg¬ 
nita auxiliar u=cos se obtienen las ecuaciones diferenciales (9.1.3-4) que 
se integran por-medio de las funciones elípticas. 



(oí — au) (1 — t/2) — (j3 — èrow)2 = /(«) 

j8 — èroM 
1 — «2 


(9.1.3-4) 


ro — M 


j8 — ftrou 
1 — «2 
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La ecuación fiu)=0 tiene tres raíces reales Ui, U 2 i Us, separadas por los 
valores — 1, UoM e oo. La integración de la primera de las ecuaciones 
(9.1.3-4) se hace en la forma siguiente: 

= a(M — wi) («2 — m) («3 — «) 




\p\>\br^ l>í?l<li!)rol 







Se pone 



Fia 9J.3. 


ÍO 


2 — 


M3 — Ml 



= 


W2 — «1 


4 «3 — Ml 

y se obtiene, como en el caso dei pêndulo esférico 

u — ui cn2{ o){t — /o) j ^ } + M 2 sn2{ o}(t — /o) , } 


(9.1.3-5) 
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La función u oscila entre los dos valores y U 2 . Las diversas circuns¬ 
tancias dei movimiento se pueden poner de manifiesto por la integración 
precedente; sin embargo es más sencillo hacer un estúdio cualitativo, consi¬ 
derando la intersección de la cúbica (C) de ecuación 

(I — u^) y = 0 — brou)^ 

con la recta (D) de ecuación y = a—au, figura 9A3-a. Los resultados de la 
discusión se pueden expresar en forma concreta estudiando la trayectoria (y) 
dei punto m, intersección dei eje de revolución Oz con una esfera de radio 
unidad, cuyo centro es el origen, El punto m está comprendido entre dos 
circunferências horizontales (5i) y ( 82 )^ Hay que considerar diferentes casos. 

1) Si la recta (D) ocupa una de las posiciones (1), las raíces Ux y U 2 
de la ecuación /(u) = 0 son simples y la derivada ^ conserva un signo cons¬ 
tante. Este caso corresponde a una de las dos eventualidades siguientes: 

Ml > |í^o| 

I ^ I < j èro [ , a < a^lbro. 

2 ) Si la recta (D) ocupa la posición (2), la derivada ^ cambia de signo 
en el intervalo Ux, 1 / 2 * Así ocurre para 

I ^ I < I ôro I , a > a^/bro 

3) En el caso intermédio entre los dos precedentes l)5|<|í?ro|, 
abro=Pa, la derivada ^ se anula sin cambiar de signo en el paralelo superior 
u = U 2 . La proyección horizontal dei punto m tiene por coordenadas polares 

p = (1 — «2)’/^ y ^ ; 

el ângulo V que forma con el radio vector la proyección de (y) está definido 
por la fórmula 

tgV = ^ ~ _ _ — bro(u 2 — u) 

áp uü u[a{u — wi) («2 — w) (w 3 — w)]'""" 

El ângulo V se anula para u = U 2 , lo que significa que la trayectoria (y) 
presenta puntos de retroceso en el paralelo superior (S 2 ). En este paralelo 
^ y ^ son nulas; así pues este caso se presenta cuando la rotación inicial 
tiene por soporte el eje de revolución supuesto inclinado con respecto a la 
vertical. 

4) Cuando la recta (D) y la cúbica (C) son tangentes, las cantidades 6 , ^ 
y <p permanecen constantes y la curva (y) es una circunferência horizontal. 
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Se dice que el movimiento es estacionário. Las condiciones a las que deben 
satisfacer los datos iniciales para que el movimiento sea estacionário se ob- 
tienen escribiendo que el segundo miembro de la ecuación diferencial que 
determina las variaciones dei ângulo 0 , tiene una derivada nula; substitu- 
yendo /3 por su valor, se obtiene la condición (9.1.3-6). 


= (X — a COS 9 — 

(A — C) COS do 


(j3 — bro COS 0)2 


= m 


sen20 

Cilion + Mgl = 0 (9.1.3-6) 


El movimiento estacionário es estable porque la derivada segunda F'\0) 
tiene un valor negativo cuando F'(0) es nula: 


= — 2(1 + 2 cos2 0o) — 2 (bro — cos0o)^- 


Este resultado significa que en la posición (4), la recta (D), tangente a la 
cúbica (C), está situada por debajo de la cúbica. 

5) Cuando la recta (D) ocupa la posición (5) en la hipótesis | ^ | = |6ro |, 
la curva (y) pasa periodicamente por el punto más alto de la esfera si 
l3=bro, o por el punto más bajo si ^=—bro. Por otra parte, la curva (y) 
está acotada por una circunferência horizontal. 

6 ) y 7). Si la recta (D) ocupa la posición (6), la ecuación f{u) = 0 tiene 
la raiz doble w=l; la curva (y) se enrolla alrededor dei punto más alto de 
la esfera, el cual se alcanza al cabo de un tiempo infinito. En efecto, cuando 
6 tiende a cero, el tiempo aumenta indefinidamente así como el ângulo 
La derivada 2^ tiende a bro. Si se tiene u=l en el instante inicial, el mo¬ 
vimiento es una rotación uniforme dei trompo alrededor de su eje situado 
verticalmente, estando el centro de inércia colocado encima dei punto fijo 
(trompo durmiente). 




F(6) = a(l — COS0) — b^ro^ 


F\0) - 


4MglA — CW 


1 — COS0 
1 + COS0 


(9.1.3-7) 


El movimiento será estable si la derivada segunda F"(^) es negativa para 
0 = 0. Ello sucederá si la rotación ro es suficientemente rápida; la recta (D) 
ocupa entonces la posición (7). 


8 ) Si la recta (D) ocupa la posición (8), el movimiento es una rotación 
uniforme dei trompo alrededor de su eje colocado verticalmente, estando 
situado el centro de inércia por debajo dei punto fijo; el movimiento es 
estable. 
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9.1.4, Teoria dei giróscopo. — Se llama giróscopo a un sólido de revo- 
lución móvil alrededor de un punto de su eje. Cuando la rotación es sufi¬ 
cientemente rápida, el giróscopo posee propiedades particulares cuyas apli- 
caciones son numerosos. Habida cuenta de la rotación rápida, es posible 
hacer aproximaciones en las integrales de las ecuaciones dei movimiento. 

El movimiento está determinado por las ecuaciones (9,1.3-4) y por los 
datos iniciales, que son (supuesta no nula), Los datos 

iniciales están fijados excepto <fo, y vamos a buscar aproximaciones válidas 
cuando | I aumenta indeíinidamente. 

La función w(í) está definida por las fórmulas (9.1.3-5); estudiemos para 
comenzar las raíces de la ecuación /(w) = 0 . 

A este fin elegimos como instante inicial aquél para el cual 0 es mínimo, 
es decir u máximo. Se tiene así = 


(9,L4^1) 


J[u) = éiy + ã lio — a u) {I — u^) 

— {^0 sen^ 00 + ^ ^ 

f(u) ^ (m — w) {^(1 — 00 (wô 4- 

— (uo — w) — 2^0 sen® 0o } 

Las raíces dei último factor corresponden a ui y 1 / 3 , y se tiene «0 = ^ 2 * 
Cuando el parâmetro ajh^rc?' es infmitamente pequeno, se puede desarrollar 
Ui según las potências crecientes de este parâmetro: 


2 ^0 sen® 00 a + 2^o® cos 0o « /i > 

«1 = Mo H-:— --sen^ 00 + ... 


bro 




(9.1.4-2) 


M2 = Mo 

è®ro® ^ 0 ® sen® 0o 

M3 =-^- Ui 

a a 

De las fórmulas (9.1.3-5) se deduce 
2a ^sen2 0o , 

bro ^ 0 ^ sen® 0o — m cos 0o 
O) = — 4-——-- + ... 

2 40ro 

/i^osen® 00 a + 2^o^ cos 0o „ * \ ^«2 r # n 

u = uo+ (-^--^sen20o + ».) cii2(wr, k) 

\ bro fc2ro® / 

Cuando | ^0 I aumenta indefinidamente, el parâmetro k tiende a cero. 
Para valores infmitamente pequenos dei parâmetro k, se puede escribir 

cn(a)t, k) = cos cor + -- (2coí --sen2co/) sen coí + ... 

8 


(9.1.4-3) 
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Por aplicación de esta fórmula al caso particular presente, se obtiene 


, bro ^ 0 ^ sen2 0o — a cos 

cn (ít>í, fc) = cos — / — ——-- 

2 Abro 


èro 

í sen — / + ... 
2 


^osen^^o,, , _ ^ a+2^o^cos0o 

w — wo H-;-(1 + cosèroO- ^ -sen2 0o(l + cosiroO 


bfQ 


Ib^ro^ 


t o n ^0 sen^ 00 — a COS 0o 

— ^sen^ 00-——- t sen brot + ... (9.1.4-4) 

2 o^ro^ 


Limitándose a los dos primeros términos no nulos dei desarrollo de u 
según las potências crecientes dei parâmetro afb^ro^, se obtienen diferentes 
resultados según que sea nulo o diferente de cero: 


para ifíQ ^ 0 
para = 0 


u = tdo + 


u = uo — 


ifío sen2 00 
bro 

a sen 2 0 o 
Ib^ro^ 


(1 + cos brot) 
(1 + cosèroO 


(9.1.4-5) 


Luego se calcula el valor de la precesión partiendo de la segunda fór¬ 
mula (9.1.3-4). Substituyendo u por su expresión (9.1.4-4) se obtiene 

r cos 00 

Js = — éo cos brot 4-(1 + cos brot) (1 — 4 cos òroO 

bro 


+ (1 + cos brot) 

2bro 

, ilfoHen^do — a cos 00 / ^ l , 

2òro 

a + 2^2 cos 00 , ^ ^ ^ \ A 

xfj = -—- / + — senftroí + O r^) (9.1.4-6) 

Ibro bro \b^ro^} 

Las fórmulas (9.1.4-5) y (9.1.4-6) determinan los valores aproximados de 
la nutación y de la precesión de un sólido de revolución pesado en rotación 
rápida. La nutación es una función periódica de período infinitamente pe¬ 
queno (27r/6ro); la precesión oscila alrededor dei valor medio 

a + 2 ^ 0 ^ cos 00 
Ibro 

El ângulo e que forma con el eje Oz dei giróscopo el momento cinético H 
en el punto fijo O está definido por la fórmula (9.1.4-7) o por la (9.1.4-8) 
cuando se tiene en cuenta la integral de la energia cinética. El ângulo e 
tiende a cero cuando la velocidad angular de rotación fo aumenta indefini¬ 
damente. En un estúdio aproximado se puede suponer que el momento ci- 
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nético H tiene por soporte el eje Oz; la aplicación dei teorema dei momento 
cinético conduce entonces al resultado siguiente: si se aplica una cierta 
fuerza en un punto dei eje Oz, este eje tendrá tendencia a desplazarse en 
una dirección perpendicular a la fuerza considerada. A este fenómeno se le 
da el nombre de efecto giroscópico. 


^ 2(^2 _|_ 02 = C 2;.2 

^0^ + ^0^ sen- 6 o 
^ = — ííTi- + - 


(tdfí — u) 


(9.1.4-7) 

(9.1.4-8) 


§ 9.2. Aplicaciones dei giróscopo 

9.2.1. Estabilización de los equilíbrios aparentes. — Los aparatos giros- 
cópicos se utilizan en general en las posiciones de equilíbrio aparente con 
respecto a una referencia fija. Dado un sistema de sólidos (2) de los cuales 
uno o vários son giroscópicos, vamos a demostrar que el estúdio dei movi- 
miento se puede reducir al de un sistema que no comprenda ningún girós¬ 
copo, mediante la introducción de ciertas fuerzas virtuales o fictícias. 

Consideremos uno de los giróscopos, móvil alrededor de su eje, el cual 
está ligado a uno de los sólidos (S) dei sistema, llamado cárter dei giróscopo. 
Designemos por M la masa dei giróscopo, por A y C sus momentos princi- 
pales de inércia en el centro de inércia G, siendo C el momento con respecto 
al eje de revolución. La reducción de las fuerzas de inércia dei giróscopo al 
punto G da un vector MTg y un par (K) que tiene como momento la velo- 
cidad cambiada de signo dei momento cinético en el movimiento alrededor 
de G. Designemos por (ú la rotación dei giróscopo con respecto al cárter, 
por X la rotación dei cárter con respecto a la referencia fija, por Xi la com¬ 
ponente de X sobre un plano perpendicular a ío y por X 2 la componente de 
X según la dirección de w. El módulo de la rotación ío se supone constante, 
entreteniendo un motor auxiliar (i) la rotación dei giróscopo. El par (K) 
tiene por valor 

K = Kl -j- Gü> X X 

Como se tiene { dío/dí }s = 0 puesto que el giróscopo está entretenido, la 
rotación (o dei giróscopo no interviene en la expresión dei par K más que 
por el término CíoXX para realizar el sistema de las fuerzas de inércia dei 
giróscopo. Este par recibe el nombre de giroscópico y representa la aporta- 
ción dinâmica de la rotación dei giróscopo. Se puede enunciar el resultado 
siguiente: 


(>) Guando el giróscopo no está entretenido, los resultados difieren llgeramente; véase, 
por ejemplo, Cours de mécanique théorique et appUquée, tomo 2, págs.^ 37-38, por H. BegEin. 
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«Dado un sistema de cuerpos sólidos comprendiendo giróscopos, se pue- 
den obtener las ecuaciones dei movimiento suponiendo que cada giróscopo 
está inmovilizado sobre su cárter, a condición de aplicar a éste el par 
Cü>X^*» 

Los pares CwX?. no intervienen en el teorema de Ia energia cinética que, 
por tanto, puede ser aplicado con las fuerzas dadas y la energia cinética 
obtenida inmovilizando los giróscopos en sus cárteres; ésta es la energia 
cinética aparente dei sistema. Los pares CaixX son nulos cuando los cárteres 
están en equilibrio (X=0); por tanto no intervienen en la búsqueda de las 
posiciones de equilibrio aparente. 

Despreciando los rozamientos se pueden escribir las ecuaciones de La- 
grange para el sistema (S) suponiendo que todos los giróscopos están inmo- 
vilizados en sus cárteres e introduciendo los pares ficticios CaJX?i. Designe¬ 
mos por qi, q 2 , ■■■, qk los parâmetros que determinan la posición dei sis¬ 
tema; el vector X se expresa linealmente en función de las derivadas 
q, y la potência virtual de los pares CíúXX para el campo de las velocida¬ 
des introducido al establecer las ecuaciones de Lagrange se expresa en la 
forma (9.2.1-3). 


= qi Pi + 42 P2 + ... + çk Pk + P (9.2.1-2) 


{Ccd X (4i Pi H- ... + i»)} • (g* Pi -p ... -p Pt) (9.2.1-3) 


Las ecuaciones de Lagrange se presentan en la forma (9.2.1-4) en la cual 
la suma está extendida a los diversos giróscopos contenidos en el sis¬ 
tema; T designa la energia cinética aparente. Los coeficientes eu constituyen 
los elementos de una matriz antisimétrica, de modo que será posible estabi¬ 
lizar los equilíbrios aparentes inestables siempre que se esíé en presencia de 
un número par de grados de inestabílidad, suponiendo que el sistema tiene 
la misma estabilidad que el oscilador lineal asociado a la posición de equi¬ 
librio que se estudia. 



(9.2.1-4) 
j (9.2.1-5) 


eji = S (Pi X Pj) • Ciii 
Ci = 'L(P X Pj) ■ CüJ 


9.2,2. Teoria dei monorraíl. — Lfn vagón descansa por dos ruedas sobre 
un raíl único Oy. En posición normal, el centro de inércia C dei vagón está 
situado en la vertical ascendente dei punío O, a la distancia ÕG=a. El eje 
de un giróscopo puede girar en el plano de simetria yOz dei vagón, alrede- 
dor dei punto O' situado sobre OG (tomado como eje Oz) a la distancia 
00'=b. En posición normal, el centro de inércia G' dei giróscopo está 
situado en Oz encima dei punto O' a la distancia 0'G'=c. El sistema tiene 
dos grados de inestabílidad. 
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Tomemos como parâmetros la inclinación 0 dei vagón (ângulo dei plano 
yOz con el plano vertical) y el ângulo <p que forma el eje dei giróscopo con 
Oz. Designemos por M la masa dei vagón, por I su momento de inércia con 
respecto a Oy, por m la masa dei giróscopo, por A' su momento de inércia 
con respecto a un eje que pasa por G' y es perpendicular al eje de revo- 
lución, por C su momento de inércia con respecto al eje de revolución y 
por ío la velocidad angular de rotación. La energia cinética aparente dei 
sistema y la función de fuerzas están dadas por las relaciones (9.2.2-1) y 
(9.2.2-2). 

2T = {A' cos^<p + Csen^ç) -f m(b + c cos<p)^ + /} 

+ {A' + mc^}^^ (9.2.2-1) 
U = — {Ma + mb) g cos 6 — mgc cosfl cos<p (9.2.2-2) 

Ccj cos<p {<pÔ* — 6<p*) (9.2.2-3) 




En la posición normal, las componentes sobre los ejes Oxyz dei vector 
Co) son 0, 0, C(ú; las de la rotación X son 6, 0. En la rotación definida 

por las velocidades angulares de rotación virtuales é*, 0, la potência 
virtual dei par giroscópico CíoXX está dada por la fórmula (9.2.2-3). Las 
ecuaciones de Lagrange linealizadas en la proximidad de la posición normal 
se escriben en la forma (9.2.2-4). 

Atp = H<p — CwÔ 
B9 = Gd 4* Co)fp 

con 

A = A' mc^, 

B = A* ^ m{b + c)2 + 7, 

G — (Ma + mb) g + mcg, 

H = mcg. 

La ecuación característica asociada al sistema linealízado (9.2.2-4) se 


(9.2.2-4) 





T 


262 MECÂNICA DEL SÓLIDO [§ 9 . 2 ] 

escribe en la forma (9.2.2-5); es una ecuación bicuadrada en s, o una ecua- 
ción de segundo grado en s^. El oscilador lineal regido por estas ecuaciones 
será estable si la ecuación en tiene todas sus raíces reales y negativas, es 
decir si cumple la condición (9.2.2-6). Cuando el sistema linealizado es 
estable, no se puede deducir de ello que el sistema inicial sea estable, porque 
se está en el caso en que el teorema de Liapunof no permite sacar esta con- 
clusión. La experiencia demuestra no obstante que, si el giróscopo gira con 
una velocidad angular w suficientemente grande, la posición normal es de 
equilíbrio estable para el vagón. 

— Cf) + Cwaj2 = 0 (9.2.2-5) 

Cüí > x/ÃG + (9.2.2-6) 

9.2.3. La brújula giroscópiea. — Un sistema material que funciona 
como brújula giroscópiea se compone de un giróscopo cuyo cárter es móvil 
alrededor dei punto O, fijo con respecto a la tierra; el punto O es el centro 
de inércia dei giróscopo. Una sobrecarga de peso p, aplicada en un punto A 
convenientemente elegido está ligada al cárter. Vamos a demostrar que, en 
la posición de equilíbrio aparente con respecto a la tierra, el eje dei girós¬ 
copo está situado en el plano meridiano dei lugar y que la posición de 
equilíbrio aparente así obtenida es estable. 




El giróscopo es un sólido de revolución (S). El cárter está constituído 
por un cuadro que gira sin rozamiento alrededor de un eje Ozi colocado 
según la vertical ascendente y por un anillo que gira sin rozamiento alrede¬ 
dor de un eje Ou unido al cuadro y perpendicular a Ozi, Un eje Oz per¬ 
pendicular a Ou está unido al anillo. El sólido (S) tiene su eje de revolución 
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colocado según Oz alrededor dei cual gira sin rozamiento; el ângulo de 
rotación se designa por f, Los momentos de inércia dei sólido (S) con res- 
pecto a Ou y con respecto a Oz se designan por A y C respectivamente. 
La masa dei cuadro y la dei anillo se desprecian, pero sobre el anillo actúa 
una sobrecarga de peso p, Esta sobrecarga, supuesta puntual, está colocada 
por medio de un dispositivo cuya masa se desprecia, sobre el eje Ov que 
parte dei punto O y es perpendicular a Ou y Oz, y está situada a la distan¬ 
cia a dei punto O. Se pone 0 = {Oz\, Oz) medida en el sentido de las rota- 
ciones positivas alrededor de Ow, y f=(Oxi,Ow) medida en el sentido de 
las rotaciones positivas alrededor de Ozi, designando Ox\ un eje horizontal 
orientado bacia el norte. La latitud dei punto O se denomina A. 

Suponiendo que el peso de la sobrecarga es pequeno con respecto al dei 
giróscopo y al dei cárter, suponemos también que el centro de inércia dei 
sistema total (giróscopo, cárter, sobrecarga) está situado en O, y aplicamos 
con respecto a este punto el teorema dei momento cinético para el movi- 
miento referido a ejes cuyo origen es el punto O y de direcciones fijas con 
respecto a las estrellas. La presencia de la sobrecarga impide asimilar las 
reacciones a una fuerza única que pasa por el punto O, como ocurre cuando 
los anillos están bien centrados; no obstante admitiremos que sucede así. 
La única fuerza exterior que da un momento diferente de cero con respecto 
a O es pues el peso de la sobrecarga. Finalmente, el momento cinético de 
la sobrecarga se desprecia con respecto al dei giróscopo. Con estos diversos 
convênios, el momento dei giróscopo está determinado por la ecuación 

+ (£2 + u>i) X ff = Af (9.2.3-1) 

\ dí Jouvz 

Las notaciones son las siguientes: 

H momento cinético, en el punto O, dei giróscopo en su movimiento 
con respecto a las estrellas, 
rotación dei triedro Ouvz con respecto a la tierra, 

ü)i rotación de la tierra con respecto a las estrellas, 

M momento con respecto al punto O de la sobrecarga de peso p. 

Estos vectores admiten sobre los ejes móviles Ouvz las componentes 
siguientes; , ^ í — apcosO 

I sen 0 M | 0 

(tff cos 6 ( 0 

/ oíi cos A COS ift 

íoi I — 0)1 cos A sen ift cos 0 + o)i sen A sen 6 

( 0)1 cos A sen ip sen 0 a)i sen A cos 0 

I A {Ô -1- 0)1 cos A cos ip } 

A {ip sen 0 — o)i cos A sen tp cos 0 + o)i sen A sen 0 } 

C { ^ cos 0 + + 0)1 cos A sen ip sen 0 + ü)i sen A cos 0 } 
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Las ecuaciones dei movimiento admiten la solución particular 
é = 'irl2 6 = 9n , ^ = w 


que representa un equilíbrio aparente (equilíbrio dei eje Oz con respecto 
a la tierra). Las constantes y “ están ligadas por la relación 


ÍC — sen (A + 0o) cos (A + 0o) + Cwm cos (A + 0o) = ap cos 0o 

c- (9.2.3-2) 

Si se pone ^ 



y 


Ca)ü}i 

€ =-» 

ap 


la relación precedente se escribe 

sen j3o = £ seníiSo — A) 11 + ^ ^ I* 

En la práctica, la razón £ es un número muy pequeno (2 ■ 10"^ en la brújula 
giroscópica de Sperry). Por tanto esta razón puede considerarse como un 
infinitésimo. La razón de la velocidad angular de rotación de la tierra 
a la velocidad angular de rotación dei giróscopo es un número todavia 
mucho más pequeno (5 ■ 10“'^ en el compás giroscópico de Sperry) y por 
consiguiente podrá considerarse como un infinitésimo de orden superior al 
de e. Se tiene pues en primer lugar 

j3o ^ — £ sen A (9.2,3-3) 

Este resultado significa que el eje dei giróscopo es horizontal y está orien¬ 
tado hacia el norte. Esta notable propiedad que ha permitido utilizar las 
brújuias giroscópícas para indicar el norte no es válida en la práctica más 
que cuando la posición de equilibrio aparente asi obtenida es estable, y 
vamos a comprobar que asi ocurre efectivamente. 


Pongamos 

y efectuemos una linealización de las ecuaciones dei movimiento. Las com¬ 
ponentes linealizadas de los vectores fi+( 0 i y H son las siguientes: 

ÍP* 

+ wi BiAq* 

( r* ( C{r* + 


I P* = — aíüi cos + ^ 

q* = 0)1 sen (A — jSo) + jScüi cos (A — |3o) + à cos 

r* = 0)1 cos (A — jSo) — jSwi sen (A — jSo) + à sen 


con : 
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De ellas se deducen las ecuaciones de los pequenos movimientos en la proxi- 
midad de una posición de equilibrío aparente. Estas ecuaciones, una vez 
escritas, pueden simplificarse si se tiene en cuenta que la razón ídi/w puede 
ser despreciada en comparación con e. Con este convênio, se pueden des¬ 
preciar en particular los términos en wi en comparación con los términos en 
íi» cuando estos términos aparecen multiplicados por derivadas dei mismo 
orden. Esta aproximación conduce a las ecuaciones linealizadas simplificadas 
siguientes: 

+ Coüá — apP = 0 j 

Aà — C<x)0 — aoji COS A) = 0 f (9,2.3“4) 

y — jScüi sen A = 0 ) 

Las dos primeras ecuaciones determinan las funciones a{t) y' l^it) así 
como la estabilidad de la posición de equilibrio aparente. Esta posición de 
equilibrio será estable si la ecuación característica dei sistema 


As^ — ap 
— Ccos 


Ca)S 

As^ + Ccooji COS A 


= 0 


tiene todas sus raíces en reales y negativas. Para ello es suficiente que 
se cumplan las tres condiciones siguientes: raíces reales, suma de las raíces 
positiva, producto de las raíces positivo. 

(C^o)^ -|- ACoxúi COS A — Aap)^ + AA^apCoiojx cos A ^ 0 
+ ACoxjúx cos A — Aap > 0 
to < 0 

Para que esto ocurra, el giróscopo debe girar con velocidad angular ne¬ 
gativa, suficientemente grande en valor absoluto. El valor negativo obtenido 
para cd indica que el eje con respecto al cual la velocidad angular de rotación 
dei giróscopo es positiva se orienta hacia el Sur. El gran valor obtenido 
para w debe ser no obstante tal que la razón sea muy pequeno; 

como se tiene ídi = 7,2 • 10“^ radianes por segundo, es posible construir brú- 
julas giroscópicas que satisfagan las condiciones de estabilidad. 


9.2.4. Pêndulo giroscópico. — Otro procedimiento que permite conser¬ 
var la vertical a bordo de los navios o de los aviones consiste en utilizar 
las propiedades dei pêndulo giroscópico. Se llama pêndulo giroscópico a un 
sólido de revolución suspendido por un punto O de su eje Oz, cuando éste 
efectúa pequenos movimientos alrededor de la vertical, estando situado el 
centro de inércia G debajo dei punto O. ' 

El espacio fijo está referido a un triedro trirrectánguk) OxiyiZi, estando 
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dirigido el eje Oz\ según la vertical ascendente; resulta cómodo referir la 
posición dei pêndulo por los tres ângulos siguientes: 


Oi = ângulo de la dirección Oyi, con 
el eje Oz, 

^ = ângulo dei plano Oy\z, con el eje 

Ozi, 

i? — ângulo de rotación propia alrede- 
dor de Oz, 

y elegir un triedro intermédio trirrectângu- 
lo directo OM, ON, Oz, tal que la direc¬ 
ción ON sea perpendicular a las rectas 
Oyi y Oz, 

Designemos por (o la rotación dei pên¬ 
dulo, por H su momento cinético con res- 
pecto al punto O y por la rotación dei 
triedro intermédio OMNz. 

El vector (o es la suma: 


h 



de un vector cuyo soporte es ON, de medida algebraica â, 

de un vector cuyo soporte es Oyi, de medida algebraica i3, 

de un vector cuyo soporte es Oz, de medida algebraica 


Las componentes de estos tres vectores, así como las dei vector OG y 
dei peso mg sobre los ejes dei triedro intermédio son las siguientes: 


— p sen a 
à 

P COS 0£ + 9 



Fig. 9.2.4, b. 

Plano perpendicular a Oyi 


SI 


— P sena 
^ à 

P COS <x 


[ — AP senrx 
h) Aà 

( C(P COS ot + 9 ) 


I — mg COS P COS a 
mg < mg sen P 

[ — mg COS P sen <x 
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Para determinar el movimiento, es suficiente escribir el teorema dei mo¬ 
mento cinético con respecto al punto O. Por proyección sobre los ejes in¬ 
termédios se obtienen las tres ecuaciones siguientes: 

d • • . \ 

— A-^(P sen a) + (C — A)àp cos a + Cá^ = mgl sen j 8 j 

Aoí + {C — A)^^ sen oc cos a + sen a = mgl cos jS Cos a ? (9,2.4-l) 

d • . 1 

C — (j3 cos a + <p) = 0 j 

Las ecuaciones (9.2.4-1) admiten la solución «= 7 r/ 2 , ^ = 0 , ^ = 0 que 
corresponde a una rotación uniforme alrededor de la vertical. Para estudiar 
los movimientos próximos a esta rotación uniforme, se introduce la nueva 
incógnita y=«— 7 r /2 y se linealizan las ecuaciones (9.2,4^d4 en la proximi- 
dad de la solución particular precedente. Así se obtienen las ecuaciones 
lineales (9.2.4-2). 

— A^ + Clpoy = mgl^ j 

Ay + = — rngly j (9.2.4-2) 

9? = 0 ) 

La solución general dei sistema (9.3.4-2) está determinada por las ecua¬ 
ciones siguientes, en las cuales figuran las cuatro constantes de integración 
I3i (í=l, 2, 3, 4). 

P — cos Alí + j32senAi/ + jSs cos A 2 Í + jS4.senA2/ \ 

y = — Pi senAií + cos Xit + pz senA 2 í — 184 cos A 2 Í | (9.2.4-3) 

con: (AX^ — rngl)^ — C^çjo^A^ = 0 ^ 

Al ~ ^ , Aa ~ ^ (9.2.4-4) 

Cq>o A 

Cuando el pêndulo giroscópico tiene una rotación propia muy rápida, la 
pulsación Ai es infinitamente pequena, mientras la pulsación A 2 es infinita¬ 
mente grande, fórmulas (9.2.4-4). Entonces es interesante precisar los re¬ 
sultados buscando movimientos que correspondan a condiciones iniciales 
particulares. 

a) La posición inicial es vertical y la velocidad angular yo es nula: 

^0 = yo = 0 , po ^0 , yo = 0, 


Se tiene 


ó 

P ~ (sen Xit -|- sen A2/) 
â 

y = ^ (cos Aií — cos A2/) 


(9.2.4-5) 


I 


I 

I 

I 

j 

I 

'I 
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El primer término representa un movimiento de período grande y el segundo 
un movimiento de período muy pequeno. En estos dos movimientos la 
amplitud es tanto menor cuanto mayor es ^o- El caso 90 =^> que correspon¬ 
de al pêndulo esférico, conduce a las ecuaciones siguientes: 

j3=^senAoí , y=0 , con: 


La utilización de un pêndulo giroscópico permite pues conservar la po- 
sición vertical; la estabilidad es tanto mayor cuanto más de prisa gira el 
pêndulo. 

b) El punto de suspensión es móvil, Cuando el pêndulo giroscópico se 
utiliza a bordo de los navios o de los aviones para indicar la vertical, el 
punto de suspensión está animado de un movimiento uniforme al cual se 
superponen de vez en cuando vibraciones. 

Para fijar las ideas, supongamos que el punto O esté animado de una 
vibración 

yi = a.sen pt. 


Las ecuaciones dei movimiento (9.2.4-1) y (9.2.4-2), deben modificarse por 
la introducción de las fuerzas de inércia de arrastre; las fuerzas de inércia 
complementarias son nulas. Las fuerzas de inércia de arrastre admiten una 
resultante — myc aplicada al punto G; las componentes dei vector —m^c 
sobre los ejes intermédios son las siguientes: 

I sobre OM — map^ sen a senp/ 
sobre ON 0 

sobre Oz map^ cos a senp/ 


Las ecuaciones (9.2.4-2) deben ser substituidas por las ecuaciones 
(9.2.4-6): 

— Ap + C<poy = mgip \ 

Ay + = — mgly malp^sQnpt f (9.2.4-Q 

^=0 1 

Así, a las oscilaciones libres definidas por las fórmulas (9.2.4-3) se su¬ 
perponen oscilaciones forzadas: 


^ ^ COS pt y y sen pt 

C^pmalp'^ 


iS = 


iAp^ — mgl)^ — 

(Ap^ — mgl)nia!p^ 


(9.2.4-7) 


1 
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Las frecuencias críticas (para las cuales hay resonancia) son Ai y A 2 - 
Si el giróscopo gira muy rápidamente, las frecuencias críticas diferirán de 
p y las amplitudes P y y serán despreciables. En el caso de un pêndulo es¬ 
férico, las oscilaciones forzadas obtenidas hubiesen sido las siguientes: 


i8 = 0 


y = 


malp^ 
Ap^ — mgl 


sen pU 


La comparación de los resultados indica que también en este caso la es- 
tabilidad dei pêndulo giroscópico es superior a la dei pêndulo esférico. 


9.2.5. Compás zenital. — Consideremos el movimiento de un sólido de 
revolución en rotación rápida y en contacto con un plano horizontal. Te- 
niendo en cuenta el rozamiento, la reacción dei plano horizontal en el con¬ 
tacto / se puede descomponer en un vector normal iV y dos vectores horizon- 
tales, estando uno de ellos, T, en el plano vertical de Gz y siendo el otro, F, 
perpendicular a T. El momento resultante de estos vectores con respecto al 
punto G es igual a la velocidad dei momento cinético Hq en el movimiento 
alrededor de G. Siendo rápida la rotación, se supone que Hg tiene por so- 
porte el eje de revolución Gz. Como los vectores iV y T están situados en 
el plano vertical de Gz, comunican al momento cinético Hq una velocidad 
horizontal; el vector F está dirigido hacia delante si la rotación alrededor de 
Gz, orientada hacia arriba, tiene lugar en el sentido positivo (fig. 9.2,5-a); 
su momento con respecto a G, perpendicular a GI, está situado en el plano 
vertical de Gz; la velocidad que comunica al momento cinético Hg tiene por 
efecto enderezar el eje Gz. 




Si se reemplaza el plano por un casquete esférico (fig. 9.2.5-&), la apli- 
cación dei momento cinético con respecto a G demuestra, por el razonamien- 
to precedente, que el eje Gz se situa según un radio de la e§fera. El punto G 
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se desplaza como un punto material sometido al peso dei sólido y a la 
reacción dei casquete esférico; cuando el sistema haya alcanzado una posi- 
ción de equilíbrio relativo, habrá equilíbrio entre estas dos fuerzas de modo 
que el eje Gz será vertical. 

Esta propiedad se utiliza para conocer la vertical a bordo de los navios 
y de los aviones. 


§ 9.3. Problemas de astronomia 


9.3.1. Cálculo de la ecuación dei tiempo. — La duración dei día ver- 
dadero (intervalo de tiempo que separa dos pasos consecutivos dei sol por 
el meridiano de un lugar) varia en el curso de un ano. Si consideramos 
como absoluto el tiempo sideral, es decir el tiempo definido a partir de la 
rotación de la tierra con respecto a las estrellas, es fácil calcular, en función 
de la fecha, la hora dei paso dei sol por el meridiano de un lugar. La dife¬ 
rencia entre esta hora y el mediodía se llama ecuación dei tiempo. Para 
calcular la ecuación dei tiempo hay que tener en cuenta el movimiento dei 
centro de la tierra alrededor dei sol y la inclinación dei eje de la tierra con 
respecto al plano de su trayectoria. 



Fig. 9.3.1, a. 

Movimiento dei sol en longitud. 



Fig. 9.3.1, ò. 

Movimiento dei sol en ascensión recta. 


En un sistema de ejes cuyo origen sea el centro de la tierra y de direc- 
ciones fijas con respecto a las estrellas, la trayectoria dei sol es una elipse 
uno de cuyos focos es la tierra, fig. 9.3.1, a. El eje mayor se tomará como 
eje de abscisas. El vértice P dei eje mayor más próximo a la tierra, se llama 
perigeo; el segundo vértice A dei eje mayor se llama apogeo. Designemos 
por O el centro de la elipse, por a=OP el semieje mayor, por c=OT la 
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semidistancia focal y por e la excentricidad. A cada posición S dei sol re¬ 
sulta cómodo asociar el punto S', situado en el círculo principal de la 
elipse, y al mismo lado de Ox que S y que tiene la misma abscisa que S 
Pongamos {OP,OS') = u, (TP,TS) = v, el ângulo v se llama anomalia ver- 
dadera dei sol. Las coordenadas dei punto S son: 

x = acosu , y = bsQnu , con b = a\^l — 

El movimiento dei sol en su trayectoria tiene lugar según la ley de las 
áreas: el área barrida por el radio vector TS es proporeional al tiempo. 
Se tiene 

área dei sector de elipse OPS = ^ abu 

área dei triângulo OTS = | sen « c = ae 

u — esenu = ní (9.3.1-1) 

designando n una constante. Para t=r=un ano sideral, se tiene u = 27 r. 
De esto se deduce 


n = InlT. 

Para establecer la relación que existe entre los ângulos u y v, basta 
observar que se tiene 


X = a COS u = TS COS v c 
y = b senw = TS sen v. 


De lo que se deduce 


tg V 


senttv/l — 

-— 3 

COS u — e 


o sea 


tg 


-= A 

2 V 1 


+ e u 


(9.3.1-2) 


1 ^ n 


stnnu 


n=i 




e 


1 + VI 
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Como la excentricidad e es pequena (e=0,01673...), se puede efectuar un 
desarrollo limitado según las potências crecientes de e y escribir 

u —V — íseni; — — sen2y + 0(€^) 

V =nt + 2esen/ií + 0(e^) (9.3,l-3) 

La fórmula (9.3.1-3) determina la variación en el curso dei tiempo de la 
dirección TS. Para establecer la ecuación dei tiempo, es necesario conocer 
el movimiento con respecto a las estrellas dei plano que contiene la línea 
de los polos y el sol, fig. 9.3.1, b. En la esfe¬ 
ra celeste, el ecuador y la eclíptica (trayec- 
toria dei sol) se cortan en dos puntos; uno 
de ellos, el y, es la posición dei sol en el 
equinoccio de primavera. El semicírculo má¬ 
ximo que contiene la línea de los polos y el 
sol corta al ecuador en S". El ângulo 
a={Ty,TS'') se llama ascensión recta dei 
sol; el ângulo l = (Ty, TS) se llama longitud 
dei sol; naturalmente, se tiene Í=v—Vy, 
donde Vy designa la anomalia verdadera dei 
punto y. El ângulo s que forman entre sí los planos dei ecuador y de la 
eclíptica es la oblicuidad de ésta: e = 23°27\ 

El plano trazado por el punto y perpendicularmente a la dirección Ty 
corta a la recta TS en / y la recta TS" en K. 




yK 

Ty 


tg 0£ 


La intersección KJ de los planos yKJ y TKJ, ambos ortogonales al plano dei 
ecuador, es ortogonal a este plano; se tiene 


yK = yJ COS c 

de donde se deduce la fórmula (9.3.1-4) que permite expresar la ascensión 
recta dei sol en función de su longitud y de la oblicuidad de la eclíptica. 


0 sca: 


tg a = tg / COS c 


, a = / + V — sen 2 n/ 
^ n 
n=i 


(9.3.M) 


^ — tg2 - =— 0,04308 
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Como se conoce el valor de / en función dei tiempo, de la relación (9.3.1-4) 
se deduce el valor dei ângulo «. Como el valor dei coeficiente u es pequeno, 
se obtiene en una primera aproximación: 


“- Vy + nt ~\-2e stnnt — tg* ^ sen2(«í — Vy) + ... 

Si la excentricidad e y la oblicuidad e fuesen nulas, el sol pasaría todos 
los dias a la misma hora por el meridiano de un lugar; para el meridiano 
de Greenwich esta hora es, por definición, las doce horas (tiempo universal). 
De esto se deduce que el sol pasa por el meridiano de Greenwich a una 
hora que difiere dei mediodía (tiempo universal) en la cantidad siguiente, 
llamada ecuación dei tiempo: 


. sennt 

2e - 

n 


e sen2(/ií— Vy) 
^ 2 n 


(9.3.1-5) 


El tiempo se cuenta a partir dei paso dei sol por el perigeo (3 de ene- 
ro, como promedio)^; Vy es 78**. La hora, medida con el tiempo universal, 
dei paso dei sol por el meridiano de Greenwich está representada en la figu¬ 
ra 9.3.1, d; este paso tiene lugar a mediodía cuatro veces por ano, el 16 de 
abril, el 15 de junio, el 2 de septiembre y el 25 de diciembre. También se 
puede escribir la fórmula (9.3.1-5) en la forma (9.3.1-6), designando por N 
el número de dias transcurridos desde el principio dei ano {N=l para el 
primero de enero, N=2 para el 2 de enero) y midiendo el tiempo en minutos 


ju_3 ^_ Q2 

7,6 miLsen27r + 9,8 mn sen47r (9.3.1-6) 

La derivada dei ângulo a con respecto al tiempo define la velocidad 
angular dei sol en su rotación con respecto a la tierra. Como esta velocidad 
angular varia muy poco en el curso de un día, la duración dei día solar 
verdadero es prácticamente proporcional a *; las variaciones de esta dura¬ 
ción están indicadas en la figura 9.3.1, e. El día solar verdadero más corto 
es el 17 de septiembre, j el más largo el 23 de diciembre. Cuatro dias so- 


(1) M. J. Kovalevsky nog ha comunicado 

1965 : 2 enero a las 19 h 
1966: 3 enero a las 23 h 

1967 : 2 enero a las 6 h 

1968 : 4 enero a las 18 h 

1969 : 3 enero a 1 h 


las fechas previstas para los próximos pasos : 

1979: 1 enero a las 21 h 

1971 : 4 enero a las 19 h 

1972 ; 3 enero a las 5 h 

1973 : 2 enero a las 12 h 
1974: 4 enero las 11 h 


18 - Mecânica General 
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lares verdaderos son iguales a 24 horas, el 11 de febrero, el 15 de mayo, 
el 27 de julio y el 4 de noviembre. 



+ 20-1 

*Í0 

24' 

-10 

- 2 & 

Fig. 


23 Diciembrt 


20 Juniü 



En. Feb. Ma A b. Ma. Jun. JuL Ag. Sep.Oct. Nov. D/c. 




28 Marzo _ ^ 

// Septiembre 

9.3.1, e. — Variación anual de la duración dei día. 


9,3.2. La precesión de los equiiioccios, — Si se pudiese asimilar la 
tierra a una esfera formada por capas concêntricas homogéneas, la atracción 
ejercida por los astros se reducíría a una fuerza única que pasaría por el 
centro. El movimiento de Ia tierra con respecto a su centro seria un movi- 
miento de Poinsot, constituído por una rotación uniforme alrededor de un 
eje fijo. El plano dei ecuador seria entonces un plano fijo con respecto a 
ejes cuyo origen fuese el centro de la tierra y de direcciones fijas con respec¬ 
to a las estrellas; como el plano de la eclíptica, que condene la trayectoria 
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dei sol, está fijo con respecto a estos ejes, la línea de los equinoccios, inter- 
sección dei plano dei ecuador y dei plano de la eclíptica, estaria inmóvil. 
En la práctica se observa que la línea de los equinoccios gira lentamente, 
desplazándose cada ano un ângulo igual a 50 segundos de arco. 

Este fenómeno, al que se llama precesión de los equinoccios, puede ser 
explicado cuando se tiene en cuenta el achatamiento de la tierra. Ésta se 
asimila a un sólido de revolución y sus momentos de inércia principales en 
su centro de inércia se designan por A y C, siendo este último el momento 
de inércia con respecto al eje de revolución. Para simplificar, se puede 
asimilar la tierra a una esfera de radio R y un abultamiento ecuatorial; se 
supone que la tierra está formada por capas concêntricas homogéneas y el 
momento de inércia con respecto a un diâmetro se designa por a; el abulta¬ 
miento ecuatorial se supone tal que toda su masa m pueda considerarse 
concentrada en el ecuador. 

En estas condiciones, se tiene 

, C = /+m/í2. 

Adoptemos ejes Oxyz cuyo origen es el centro de la tierra; el eje Oz es 
perpendicular al plano de la eclíptica y el eje Ox es la intersección dei plano 
dei ecuador y dei plano de la eclíptica, figura 9.3.2, a. La línea de los polos. 



Ftg. 9.3.2, í/. 

perpendicular al plano dei ecuador, forma con el eje Oz un ângulo 0, igual 
a la oblicuidad de la eclíptica. Ésta puede ser asimilada a una circunferên¬ 
cia de centro O > de radio r±. Las ecuaciones paramétricas de la eclíptica y 
dei ecuador, referidas a los ejes Oxyz, son las siguientes: 

eclíptica X — xi = n cos i/íi , J = >’i — n sen ipi, 

z - Zi - 0 

ecuador .y — R cos cp , y ~ R sen 9 ? cos 0, 

z — R seivçp sen0 
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Un punto de coordenadas x, y, z, de masa dm, situado en el ecuador y 
un punto de coordenadas Xi, yi, zi, de masa mi situado en la eclíptica se 
atraen de acuerdo con la ley de Newton; la fuerza, inversamente proporcio¬ 
nal al cuadrado de la distancia r, deriva de un potencial. Por integración 
sobre todo el ecuador se obtiene el potencial Vi dei cual depende la acción 
dei sol sobre el abultamiento ecuatorial: 

^ fmidm 

* = { (x — xi)2 + (y — yi)2 -f (z — zi)2 } - 1/2 

i = {ri2 + i?2_2ri/?í }-i/2 
r 

con : s — COS í/fi cos g? + sen tpi senç) cos 6 

Como la razón R/ri es muy pequena, se puede efectuar un desarrollo en 
serie segun las potências crecientes de esta razón y limitarse a los términos 
de segundo orden; así se obtiene 


(9.3.2-2) 


r ri I ri 2 


HS 


+ ... 


2n 27r 


J* J* í dgo d^i = 0 


0 0 
2)1 27r 


díp d^i = + cos^ 0) 


(9.3.2-3) 


La posición de la tierra puede definírse por lòs ângulos de Euler 0, 

<P designa el ángulo de rotación propia y ^ (angulo de precesión), el ângulo 
que forma la línea de los equinoccios Ox con un radio fijo de Ia eclíptica. 
Las fuerzas de atracción, las cuales se derivan dei potencial Vi forman un 
torsor [^]. 

Cuando los ângulos de Euler 0, <p varían, la variación dei potencial 
Vi vale: 


dVI — Kl d0 + K 2 d^i + d^ 
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con 


3 

Kl ^ — Y / m — sen 0 cos 0 sen^ xj/i 


3 

K 2 = —f mim —r. sen^ 0 sen cos 
2 


K. = 0. 


Los coeficientes Ki^ K 2 y Ks representan las componentes sobre los ejes 
Ox, Oz y sobre la línea de los polos terrestres respectivamente, dei momento 
resultante en O dei torsor Cuando el sol da una vuelta a la eclíptica, 
las componentes Ki, K 2 y tienen los valores médios 



3 R^ 

— mim —^ sen^ cos 6 

4 ri^ 


Como el sol recorre 26 000 veces la eclíptica mientras que el punto y da 
una vuelta, puede admitirse que la acción dei sol sobre el abultamiento 
ecuatorial se reduce al par de eje paralelo a Oa: y de nódulo Ki. 

El eje dei par tiene por nódulo: 


Kl = Pi sen 0 cos 6 


Pi 


3 , R2 

— fmmi — 


2 


jmi 

Tl^ 


{C-A) 


(9.3.2-4) 


Es fácil calcular el movimiento de la línea de los equinoccios bajo la 
acción dei par ^ 1 . EI teorema dei momento cinético aplicado al punto O se 
traduce en las ecuaciones siguientes (véanse fórmulas 2.3.1-4 y 5) 

Y^(Aê) ijí sen 6C(ilf cos ff + ^ cos ff ^4^ sen ff — Pi sen ff cos ff | 

^ sen fl) + ^ cos d AÚ— cos 0 + «p) = 0 ( {9.3.2-5) 

d 1 

^ cos 0 + ^) = 0 I 

La observación demuestra que el ângulo 0 permanece constante, 0 = 6q = 
23° 27'. Las derivadas y y ^ tienen pues también valores constantes y 
tales que 

C(^o + ^0 cos ffo)i/io — Atf/Q^ cos ffo = Pi cos.ffo. 
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Como ^0 es muy pequena comparada con la velocidad angular de rotación 
de la tierra cos 6, se tiene 

Ctíj 2 ri^ C CO 

El factor fntifri^ se puede calcular en función dei ano sideral Ti por 
medio de la fórmula (8.3.6-4), mientras el factor (C—i4)/C se calcula asimi- 
lando la tierra a un elipsoide de revolución cuyos semiejes a y b han sido 
medidos por la geodesia. 

//wi_47r2 C — A a^ — b^ 1 
ri^ Ti^ ’ C ~ 2 a 2 


Así la retrogradación dei punto y bajo la acción dei sol es igual a 
bipi = iffoTi = 37 t cos 0o — 

C cüJ 1 

O sea 

8ipi = 16 ". 

Se calcula de manera análoga la retrogradación anual bajo la acción de 
la luna de la intersección dei plano dei ecuador con el plano de la órbita 
de la luna; se obtiene el valor de 34 segundos de arco. Como el plano de 
la órbita lunar está poco inclinado con respecto al plano de la eclíptica, la 
retrogradación anual dei punto y debida a la acción de la luna tiene un valor 
8^2 próximo a 34". La acción de los demás astros es despreciable, de modo 
que la teoria que acabamos de exponer da una explicación muy satisfactoria 
de los resultados experimentales. 


9.3.3. Lanzamiento de satélites artificiales. — Los satélites artificiales 
evolucionan cerca de la tierra, y su movimiento no se puede estudiar asi- 
milando la tierra a una masa puntual. En una primera aproximación, que 
es suficiente para calcular los datos relativos a un lanzamiento, se puede 
asimilar la tierra a una esfera sólida formada por capas concêntricas homo¬ 
géneas; la atracción sobre un punto P está dada por la integral (9.3.3-1) 
que puede ser calculada en un sistema de coordenadas cartesianas; el punto 
P tiene por coordenadas 0, 0, /i; el punto Q tiene por coordenadas 

r sen 0 cos cp , r sen 9 scii <p , r cos 0 . 

La masa específica es una función p(r); se pone 
— 2rh cos 6 + /i^ = 2rhu. 
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Así se halla que la atracción de la tierra es equivalente a la atracción dei 
centro de la tierra supuesto dotado de la masa total 


F = 


(9.3.3-1) 

F = 

r r (r COS d — h) sen 6 dO 

fm J Inp dr J ^^2 — cos0 + 

0 0 

(9.3.3-2) 

F = 

R 

fM C fmM 

~l^j ^ /Z2 

(9.3.3-3) 


0 

fmM 

(9.3.3-4) 


Siendo la gravedad un caso particular de la atracción universal, el pro- 
ducto fM es igual al producto R^g, en que R designa el radio de la tierra 
y g la aceleración de la gravedad. 

Para que el satélite artificial gire en torno de la tierra, es necesario ante 
todo que la excentricidad sea menor que la unidad; esto da la condición 

rovo^ < 2fM = 2R^g, 

Si no fuese así, el satélite desaparecería en el espacio. Además es necesario 
que la trayectoria no encuentre a la esfera terrestre; esta condición se tra- 
duce por la desigualdad a—oR. En una elipse se tiene 

p = a(l — é^) y — c(l — e^), 

de modo que la condición que debe satisfacerse toma la forma p>il+e) R 
que se expresa explícitamente en la forma (9.3.3-5). La desigualdad (9.3.3-5) 
no es posible a-no ser que el segundo miembro sea menor que la unidad, 
lo que impone un limite inferior para Vq, que en definitiva debe satisfacer 
las dos desigualdades (9.3.3-6) 


sen^ojo ^ 



Rg rp — R 
vp- rp 


) 


1 ro2 R 

-< - < — 

2Rg ro 


(9.3.3-5) 


ro ro -l- R 


(9.3.3-6) 
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La duración de la revolución se deduce de la relación (9.3.3-4), Desig¬ 
nando por H y A las altitudes máximas y mínimas dei satélite se tiene 


y se obtiene 


2a = 2R + H + h; 


r _ / ^ H + h\3l2 

2b ~^R~J ’ ^0 = j = 84 mn 21 s (9.3.3-7) 

En la realidad las trayectorias observadas difieren ligeramente de Ias 
cónicas definidas por las leyes de Képler. Una de las causas príncipales de 
esta diferencia es el hecho de que la distribución de Ias masas en el interior 
de la tierra no posee rigurosamente la simetria esférica. Si se adopta para 
esta distribución una simetria de revolución alrededor dei eje de los polos, 
nos vemos conducidos a considerar que la atracción ejercida por la tierra* 
sobre el satélite es una fuerza que deriva dei potencial 


con : p„{z) 

donde las constantes ]„ se determinan empiricamente (en particular por la 
observación dei movlmiento de los satélites). La constante J 2 , preponderante, 
tiene por valor 72 = 0 , 001082 . 


w=-2 ^ ^ ^ 


(9.3.3-8) 


1 

-Íz2 — lY 

2n,ji ^ 


Si se adopta pues para función potencial 

^(r, 0) = í (3 cos2 d — 1) j. 

se puede determinar el movimiento dei satélite considerando que se mantiene 
próximo al movimiento kepleriano obtenido para /2=0. Se desarrollan las 
funciones desconocidas en series de potências crecientes de la constante /2 
y en los cálculos se desprecian todos los términos en (/ 2 )’‘ para r > 2. Como 
consecuencia de los cálculos que proponemos al lector a título de ejercicio 
se halla que el movimiento dei satélite en el caso dei movimiento elíptico 
puede interpretarse como un movimiento kepleriano que tiene lugar en una 
elipse tal que el argumento w de su perigeo y la longitud n de su línea de los 
nodos variaran en el curso de una revolución en las cantidades siguientes: 

^ 22(5 cos2 í — 1) 1^— 

4 lí 3 = — 377/2 cos I 


(9.3.3-9) 
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En estas fórmulas i designa el ângulo que forma el plano de la elipse con el 
plano dei ecuador, y p designa el parâmetro de la elipse. 


EJERCICIOS 


1. Si la tierra se contrae de manera uniforme por enfriamiento, demostrar que 
cuando el radio se multiplique por (n~l)/n, la duración dei día sideral se mul¬ 
tiplicará por (m —2)/n. 

2. Suponiendo que la tierra es una esfera homogénea de masa 6 • lO^i toneladas, 
calcular la variación de la duración dei día cuandc un iceberg de masa lO^o to¬ 
neladas se desplaza dei polo Norte a la latitud 45®. 

3. Una barra pesada homogénea tiene la forma de un arco de círculo; oscila alre* 
dedor dei punto situado en el arco a igual distancia de los extremos. Demostrar 
que la longitud dei pêndulo simple síncrono es igual al diâmetro de circunferência, 

4. Un cono de revolución homogéneo pesado, de semiángulo en el vértice «, rueda 
sin resbalar sobre un plano inclinado que forma un ângulo p con el plano hori¬ 
zontal. En el instante inicial el cono es abandonado sin velocidad y la generatriz 
de contacto es horizontal. Estudiar el movimiento dei cono. 

5. Una esfera hueca, pesada y homogénea, desliza sin rozamiento sobre un plano 
horizontal fijo. Un punto pesado desliza sin rozamiento en el interior de la esfera. 
Determinar el movimiento dei sistema. 

6. Un disco circular homogéneo de espesor despreciable es nióvil sin rozamiento 
alrededor de su centro que es fijo. Estudiar el movimiento dei disco, sabiendo 
que la rotación inicial forma con el eje dei mismo un ângulo de 45®. 

7. Un sólido (S), no pesado, está constituído por un cono de revolución macizo 
homogéneo, de vértice O, de masa m. La altura OH es n y el radio de la base 
es /? = 2a. El punto O está fijo y la ligadura es sin rozamiento. Cada elemento 
F de masa dm está sometido a una atracción desde un punto fijo F igual a 
— iú^FPdm, en que w es una constante. La distancia OF es Sa/5. Estudiar el 
movimiento dei cono. 

8. Un barco se dirige hacia el norte con una velocidad v. Demostrar que la posi- 
ción de equilíbrio aparente dei eje de una brújula giroscópica existente en el 
barco forma con el meridiano un ângulo igual a v/Ru cos X, designando R el 
radio de la tierra, u la velocidad angular de rotación de la tierra y \ la latitud. 

9. Dos esferas homogéneas tienen el mismo radio n y la misma masa m; una e? 
maciza, y la otra es hueca. ^Cómo se reconoce la que es maciza? 

{Solución: Estas esferas suspendidas de un hilo sin masa de longitud l~a 
constituyen un pêndulo de período 



para la esfera maciza 



esfera hueca 


se tiene pues T 2 > Ti }. 
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10. Un cilindro hueco de revolución, homogéneo, de masa M y radio R, puede girar 
libremeníe alrededor de su eje supuesto horizontal, Un segundo cilindro de re* 
volución macizo, pesado, homogéneo, de masa m y radio r (r < /i) puede rodar 
sin resbalar en el interior dei primer cilindro. Determinar el movimiento dei 
sistema. 

I Solución: El movimiento dei primer cilindro es el de un pêndulo simple 
cuya longitud fuese 


3M + m 
2M + m 


(R 




11. Una circunferência homogênea de centro O, de radio ã y masa 2m, puede girar 
libremente alrededor de su e]e supuesto horizontal Un punto P, pesado, de 
masa m, está unido a un punto A de la circunferência por un hilo ínextensible 
de longitud b, de masa despreciable. En e! instante inicial los puntos O, A, P 
estân aiineados en una horizontal y no se mueven. Determinar el movimiento 
inicial dei punto F. 

12. Demostrar que en el movimiento de Poinsot, las herpolodias no tienen jamás 
puntos de inflexión. 


13. Integrar Ias ecuaciones que determinan el movimiento de Lagrange, cuando las 
condiciones iniciales son las siguientes: 


00 = 71/3 , 00 = 0 


V'0 



^0 = 


— C / mgl 
^ J~3Ã~ 


14. Una esfera maciza, homogénea, pesada, de radio b, rueda sin deslizar en el 
interior de un cilindro horizontal cuya sección recta es la cicloide 


A: = fl(^ + sen<9) y = c/(l — cosí/) 

En el instante inicial, la esfera está inmóvil y su centro está en la horizontal 
y = 2a. Calcular la velocidad dei centro de la esfera cuando alcance el punto 
más bajo. 


Solución: — b) 

15. Una varilla rectilínea homogénea AB, de longitud 2 íí y masa 2m, se manliene 
horizontal por dos hüos Hexibles inexíensibles, sin masa, fijados en .4 y y que 
pasan por dos poleas libres de masa despreciable A' y B' situadas en las verti- 
cales de A y E a la distancia 2a. En el segundo extremo de cada hilo pende una 
masa m. El hilo AA' es subitamente cortado; calcular el radio de curvatura en el 
punto B de la trayectoria dei punto B. 


Solución: Q ~ ~ u 
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16. Una varilla rectilínea homogénea AB, de longitud 2a, se mueve sin rozamiento 
alrededor de un punto fijo A. Una varilla igual BC está articulada sin rozamiento 
a la primera en B. Los puntos A y C están unidos por un hilo inextensible de 
longitud 4a/ y 3 y de masa despreciable. Estando el sistema en equilíbrio, se 
corta el hilo súbitamente; calcular el radio de curvatura en el punto B, de la 
trayectoria dei punto B, 


í 4 /413 1 

\^Soluc,oi,: e = 

17, Un sólido que no está sometido a fuerza alguna gira alrededor de un punto 
fijo. Calcular el período de los pequenos movimientos próximos a una rotación 
uniforme alrededor de un eje principal de inércia. 


{ Sü/ííc‘ío/í; T = 2jr/A 

A2 z= designando w la velocidad angular de la rotación 

BC 

inicial. A, B, C, los momentos principales de inércia.} 

18. Suponiendo que la tierra es un elipsoide de revolución aplanado, homogéneo, 
cuyo eje de revolución es infinitamente próximo al eje de rotación, calcular la 
velocidad angular de precesión de los polos. 

19. Un disco circular pesado gira alrededor de una barra AB articulada sin roza¬ 
miento en el extremo de una barra O A, la cual a su vez se mueve sin roza¬ 
miento alrededor de un punto fijo O. 

Estudiar el movimiento dei sistema. 



20. Dos masas puntuales dmi y ám 2 situadas en Pi y P 2 se atraeh según una 
fuerza dF cuyo soporte es la recta P 1 P 2 , y que tiene por magnitud 

dF = ámi ám2 , ^ = I ^1^2 | 

^Cómo es necesario elegir la función (p(r) para que las atracciones que ejercen 
cada una de las esferas homogéneas sobre la otra fuesen las mismas si ambas 
esferas se redujesen a su centro en el que.se concentrase toda la masa? 

{Solución: (pir) = r” , con n = X ó n = ~2] 




CONCLUSIÓN 


Las cuestiones de mecânica general que acabamos de exponer represen- 
tan la mecânica de Newton o mecânica clásica. La mecânica de Newton 
posee un valor práctico indiscutible puesto que permite describir la mayoría 
de fenómenos físicos de manera excelente. Puede ser aplicada con êxito 
tanto a la teoria cinética de los gases como al estúdio de los movimientos 
celestes. En el dominio de la astronomia es donde la mecânica clásica ha 
tenido su más brillante confirmación; la predicción de los eclipses por el 
cálculo alcanza un alto grado de precisión (algunos segundos). El cálculo de 
todos los eclipses que han tenido lugar desde la más remota antigüedad ha 
permitido volver a hallar los senalados en los textos (eclipse de Babilônia 
en el ano —1062, eclipse de Nínive en el ano —660, ...) y precisar así en 
intervalos de tiempo de vários milênios los principios y las leyes de la me¬ 
cânica newtoniana. En lo que concierne al porvenir, reproducimos en la 
figura de la página 285 la carta de los eclipses centrales de sol que se pro- 
ducirán hasta 1984 (^). Las diferencias que aparecen entre la teoria y la 
experiencia son tan pequenas que las simplificaciones aportadas en el mo¬ 
delo matemático utilizado están ampliamente justificadas. 

Estas diferencias llegan a ser sensibles en dos casos: l.° cuando las ve¬ 
locidades relativas no son despreciables con respecto a la velocidad de la 
luz; 2? cuando las masas consideradas son dei orden de magnitud de las 
masas de los átomos. La primera condición separa la mecânica de Newton y 
Ia mecânica cuántica. De hecho las grandes velocidades no pueden ser 
alcanzadas en las experiencias de laboratorio más que por partículas muy 
ligeras, de modo que las dos condiciones no son prácticamente distintas una 
de otra. 

Cuando la mecânica de Newton se aplica al estúdio de los sólidos en 
movimiento rápido, aparecen discrepâncias entre la teoria y la experiencia; 
su orden de magnitud es igual al cuadrado de la razón de la velocidad rela¬ 
tiva a la velocidad de la luz. La más conocida de estas divergências es el 
exceso de la rotación dei perihelio de Mercúrio. La teoria de la relatividad 


(1) Esta carta está tomada dei libro de Th. Oppolzer, Canon der Einstemisse, Vie¬ 
na, 1887. 
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se ha adoptado para explicar este exceso porque proporciona una explicación 
más satisfactoria que la mecânica de Newton. De ello se deduce que la 
teoria de la relatividad es un modelo matemático mejor y que, en los cálculos 
de mecânica celeste que exigen una gran precisión, la mecânica de Newton 
no debe ser utilizada sino con muchas precauciones. No es posible expresar 



Mapa de eclipses centrales de Sol (1963-1984) 

- eclipse total A comienzo dei eclipse 

. eclipse anular O eclipse a mediodía solar 

— . — . — . — . eclipse anular-total A ün dei eclipse 

de manera tan sencilla los errores cometidos cuando la mecânica de Newton 
es aplicada al estúdio de los fenómenos en la escala atómica. La mecânica 
cuántica recurre muchas veces a la terminologia clásica, pero los conceptos 
que correspondeu a una misma palabra en mecânica clásica y en mecânica 
cuántica son radicalmente distintos. 




































286 


CONCLUSIÓN 


Hay que anadir que el valor científico de la mecânica de Newton no 
está limitado a la explicación y la predicción de los fenómenos naturales. 
La mecânica de Newton es un conjunto de conclusiones matemáticas obte- 
nidas a partir de ciertos conceptos. En el desarrollo dei tema se han esta- 
blecido procedimientos generales que permiten representar fenómenos di¬ 
ferentes de los que habían sido considerados inicialmente. La aplicación dei 
método de Lagrange a la teoria de los circuitos eléctricos es un ejemplo de 
esta extensión. Por la aplicación de sus ideas a dominios diferentes dei 
inicial, la mecânica de Newton ha dado origen a nuevas conclusiones físicas. 

Finalmente, la mecânica constituye un ejemplo de aplicación de las ma¬ 
temáticas al estúdio de los fenómenos concretos, y yo me he esforzado ince- 
santemente en destacar este punto de vista en la redacción de este curso. 
Un gran número de estudiantes de las Facultades de Ciências están llamados 
a ser investigadores, o bien ingenieros de investigación; si han podido ser 
convencidos de la utilidad y eficacia de un estúdio teórico preliminar de los 
problemas concretos que tendrán que abordar en su profesión, una gran 
parte de la fmalidad de la ensenanza de la mecânica habrá sido lograda; 
esta fmalidad no era solamente la exposición de las matérias que figuran en 
el programa. Bajo la influencia de la industria que reclama cada vez más 
científicos y técnicos, en la hora presente están en pleno desarrollo. Interme¬ 
dia entre las matemáticas abstractas y la física experimental, la mecânica 
ocupa en este respecto un lugar privilegiado. Su misión es ensenar a los 
estudiantes a realizar una síntesis entre las teorias abstractas y los resultados 
experimentales y a apreciar el interés que presenta un estúdio simultâneo de 
los dos aspectos, abstracto y concreto, de una misma cuestión. 

Este curso pretende ser un punto de partida para aquellos a quienes 
su profesión conducirá a introducirse en el dominio de las matemáticas 
aplicadas. 
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SEGUNDA PARTE 


INTRODUCCIÓN 
A LA MECÂNICA DE FLUIDOS 


Hemos considerado conveniente terminar el curso de mecânica general 
con una introducción a cuestiones modernas. Las investigaciones en mecâ¬ 
nica se desarrollan a la hora actual en numerosas direcciones: relatividad, 
mecânica estadística, mecânica cuántica, aerodinâmica e hidrodinâmica, elas- 
ticidad y plasticidad. Hemos optado por redactar dos capítulos sobre las 
ecuaciones de la mecânica de fluidos; cada capítulo corresponde a una de 
las vias por las cuales debe ser abordado el estúdio teórico de las propieda- 
des de un fluido. 

El primer método consiste en suponer que el fluido está constituido por 
un conjunto discreto de partículas materiales; los movimientos de estas 
partículas están determinados por Ias leyes de la mecânica clásica y su nú¬ 
mero es suficientemente grande para justificar la aplicación de los métodos 
de la mecânica estadística. En vírtud de las leyes de la mecânica clásica, el 
estado dinâmico está determinado cuando se da la posición y la velocidad 
de cada partícula. En la práctica, el número extraordinariamente grande de 
partículas no permite dar una descripción completa dei estado dinâmico dei 
sistema. El problema consiste entonces en predecir su comportamiento pro- 
bable partiendo de una descripción incompleta en un instante dado. 

El segundo método consiste en considerar al fluido como una repartición 
continua de matéria y en traducir las leyes físicas que gobiernan los movi¬ 
mientos por ecuaciones integrales. Mientras en el primer método el punto 
de vista adoptado es microscópico, en el segundo método nos situamos en 
un punto de vista macroscópico. Los dos métodos se completan de manera 
satisfactoria; el primero permite descubrir las propiedades físicas de los 
fluidos, y el segundo proporciona indicaciones sobre los movimientos; se 
entrecruzan también y conducen uno y otro a las mismas ecuaciones macros¬ 
cópicas, conocidas con el nombre de ecuaciones de la mecânica de fluidos. 


CAPÍTULO 1 


ASPECTO MICROSCÓPICO 
DE LA MECÂNICA DE FLUIDOS 


El estado de un sistema formado por partículas discretas 
puede caracterizarse por una función, llamada de distribución, 
dependiente de las posiciones y de las velocidades de todas las 
partículas, así como dei tiempo. Ante la dificultad de estudiar 
una función de un número considerable de variables, nos limi¬ 
tamos a una descripción menos completa, proporcionada por la 
función de distribución de las velocidades obtenida integrando 
la función de distribución inicial en el espado de las posiciones 
y de las velocidades de todas las partículas excepio una. El es¬ 
túdio de las propiedades dei fluido que se puede deducir dei co- 
nocimiento de la función de distribución de las velocidades cons- 
tituye la teoria cinética. 

Este capítulo está dividido en tres pârrafos. En el primero 
se repasan ciertas fórmulas de cálculo vectorial y tensorial y se 
establece la ecuación de LiouvUle, verificada por la función de 
distribución. En el segundo párrafo indicamos las aproximacio- 
nes que conviene hacer para deducir de la ecuación de LiouvUle 
la ecuación de Boltzmann, verificada por la función de distribu¬ 
ción de las velocidades; esta ecuación es establecida en el tercer 
párrafo. De la ecuación de Boltzmann se deducen las ecuaciones 
de transporte verificadas por los valores médios de las magnitu¬ 
des que caracterizan el estado de las partículas que constituyen 
el fluido. 

§ 1.1. Nociones de mecânica estadística 

1.1.1. Fórmulas usuales de cálculo tensorial. — Las ecuaciones de la 
mecânica de fluidos se simplifican de manera notable cuando se emplean 
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notaciones tensoriales. Esta primera sección resume las principales definicio- 
nes y las diversas fórmulas que serán utilizadas en lo que sigue. 


(fy l/f... designan escalares 
A JS... designan vectores 

^ ^ designan tensores de segundo orden 


T - Ty:c 


Txy Txz 
Tyy Tyz 
Tzy Tzz 



Txx 

Tyx 

Tzx 

T = 

Txy 

Tyy 

Tzy 


Txz 

Tyz 

Tzz 


U designará el tensor unidad todas las componentes diagonales dei cual 
son iguales a la unidad, y todas las componentes no diagonales son nulas. 
El tensor unidad es esférico. 

Se llama diádico (^, B) el tensor definido por la fórmula (1.1.1-1). El 
gradiente de un vector A es el tensor definido por la fórmula (1.1.1-2). 
La divergência de un tensor T es el vector cuyas componentes están defi¬ 
nidas por las fórmulas (1.1.1-3). 


(l.l.l-l) 



AxBx 

AxBy AxBz 

{A, B) = 

AyBx 

AyBy AyBz 


AzBx 

AzBy 

' AzBz 


^Ax 

ro 

dAz 



dx 

dx 

0a: 



dAx 

dAy 

dAz 


grad A = 

dy 

dy 

dy 



dAx 

dAy 

dAz 



dz 

dz 

dz 


(div T)x = 

dTxx 


cT, 


cy 


(div + ^ + 


dx 


cy 


(div D. =^ + ^ + 


dx 


dy 


dz 

dz 


( 1 . 1 . 1 - 2 ) 


(1.1.1-3) 


B = T • A significa 


Bx — TxxAx “h TxyAy -|- TxzAz 
By — TyxAx “h TyyAy + TyzAz 


Bz 


TzxAx + TzyAy -j- TzzAz 


(1.1.1-4) 


Por definición 


A* T = T ^ A, 
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Si el tensor T es simétrico, se tiene 


A- T = T-A 


{T-A)^B = {T-B)^A. 


Por definición 


5 : r — 2 2 

a 


(1.1.I-5) 


A continuación indicamos algunas fórmulas de transformación de inte- 
grales de volumen en integrales de superfície. Las primeras están extendi- 
das a un volumen (v) fíjo o móvil y las segundas a la frontera (s) dei vo¬ 
lumen (v): n designa el veetor unitário dirigido según la normal exterior a 
la superfície (s). 

I (n X dy = rot dr (1.1.1-6) 

(í) (V) 


(p dr 

(s) (V) 

A dr 

(5) (V) 

JJ/i • ^ dí = JJJ div A dr 

is) iv) 

JJ,.Td> = J|Jdi,rdr 

(5) iv} 


(1,1.1-7) 


( 1 . 1 . 1 - 8 ) 


En el segundo capítulo, aspecto macroscópico de la mecânica de fluidos, 
basaremos nuestro estúdio en las integrales de volumen extendidas a volú- 
menes (v) variables. Los únicos volúmenes (i^) considerados estarán forma¬ 
dos constantemente_ por las mismas moléculas fluidas y supondremos que 
estas moléculas no se mezclan. En esta hipótesis, que equivale a prescindir 
de los fenómenos de difusión, son siempre Ias mismas moléculas las que 
están en la superfície (s). La velocidad de desplazamiento de la superfície 
(s) es entonces igual al producto escalar de la velocidad dei fluido V por el 
veetor unitário normal n, Así se tienen las identidades siguientes: 

(iJ) (V) (5) 


(1.1.1-9) 
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1,1,2. El espado de las fases. — Consideremos un sistema de N partí¬ 
culas idênticas de masa m. La posición de la partícula Pi en el instante t 
está definida por el vector ri=OPi, que une un punto fijo O con el punto 
Pí; la velocidad se designa por F». Sobre la partícula Pi actúan fuerzas ex¬ 
teriores, de resultante X;, y fuerzas interiores (i); la acción de la partícula 
Pj sobre la partícula Pi se designa por X,/; las fuerzas X; y X^y no dependen 
más que de las posiciones de las partículas. El movimiento dei sistema está 
determinado por las ecuaciones diferenciales siguientes: 


iV 

+ 2 

h = Vi Vi = - — - (1.1.2-1) 

m 

Se pueden interpretar las componentes de los vectores n y como 
coordenadas de un punto P que se desplaza en un espado de 6N dimen¬ 
siones, llamado espacio de las fases. A este íin, pondremos (2) 


Xst-2 = 

pnmera 

X3t-1 = 

segunda 

X3k = 

tercera 

X3(t+A)-2 = 

primera 

X3(t+Í0-1 = 

segunda 

X3(k rN) = 

tercera 


componente 

de 

r* 

componente 

de 


componente 

de 

r* 

componente 

de 

r* 

componente 

de 

Vk 

componente 

de 

Vk 


(fc = 1, 2, N) 


Wzk-2 




W3<Jfc+^-2 

^Z{k+N)-1 

W3(Jfc+iV) 


primera 

componente 

de 

Vk 

segunda 

componente 

de 

Vk 

tercera 

componente 

de 

Vk 


primera componente de 
segunda componente de 
tercera componente de 






m 


Xi = Wi 


(1.1.2-2) 


(0) (0) (0)^ 
Xi = Fi(t; xi , X2 , x^N) 


(l,1.2-3) 


(^) La clasificación en fuerzas exteriores y fuerzas interiores se refiere al sistema de 
las N partículas. 

(2) Las (í = 1, 2, .... 6A) representan las coordenadas dei punto P y las 
2, 6jV) las componentes de un vector W. 
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Las ecuaciones diferenciales (1.1.2-1) se escriben en la forma (1.1.2-2) 
que expresa que en cada punto P dei espacio de las fases la velocidad 
dP/át=W(P) es una función conocida de la posición. Estando dadas las 
condiciones iniciales, las ecuaciones (1.1.2-2) se integran en la forma 
(1.1.2-3) que determina la posición dei punto P en cada instante; en estas 
ecuaciones el índice i varia de 1 a 6N. Las ecuaciones (1.1.2-3) deíinen una 
transformación P=^í(f’o) en el espacio de las fases, designando por Po 
una de las posiciones dei punto P. 

Según la definición dei vector ÍF y de las coordenadas JC/ dei espacio de 
las fases, se tiene, cualquiera que sea el índice }, 9iv//9x/=0. Para / ^ 3/V. 
se tiene siendo el resultado evidente; para />3N, la componente 

Wj no depende más que de Ias coordenadas x,- para las cuales el índice / es 
inferior o igual a 3iV, puesto que las fuerzas Xy y Xyj no dependen más que 
de las posiciones de las partículas. Ei resultado sigue siendo válido en cier- 
tos casos cuando las fuerzas X; dependen de la velocidad. Cuando las partí¬ 
culas poseen una carga eléctrica e y se desplazan en un campo magnético 
H, se tiene 


Xj = e (Vj X fiB), 


designando por n la permeabilidad magnética, supuesta constante. Cuando 
el campo magnético H no depende más que de la posición, las componentes 
de Xj son independientes de Ias dei mismo orden de Vj] se tiene todavia 
dwf/dxj=0. Las relaciones dwi/dxj=0 serán verificadas para todos los vec- 
tores W que volvamos a encontrar; de ello resulta en particular que el 
vector W considerado en el espacio de las fases tiene una divergência nula. 
Esta propiedad es fundamental. 

1.1.3. Teorema de Liouville. — Las transformaciones definidas por 
las ecuaciones (1.1.2-3) tienen una propiedad fundamental, conocida con el 
nombre de teorema de Liouville, y que vamos a establecer. Designemos por 
Dt el dominio dei espacio de las fases ocupado en el instante í por los pun- 
tos P que, en el instante inicial, ocupan el dominio Dq. El volumen Vit) 
interior al dominio Dt está definido por Ia integral (1.1.3-1). Efectuemos eii 
esta integral el cambio de variables (1.1.3-2) en el cual t se considera como 
un parâmetro auxiliar, siendo las funciones Fy las definidas por las relacio¬ 
nes (1,1.1-3). Cuando el punto (yi, y 2 , ..., yen) dei espacio de las fases des- 
cribe el dominio Do, el punto (;ti, x- 2 , ..., xon) describe el dominio D,] por 
tanto el volumen Vit) puede ser expresado en la forma (1.1.3-3), en la cual 
J designa el determinante funcional de las variables at con respecto a Ias 
variables y. 



(1.1.3-1) 
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xt = Fi(t ; yi, 72 , ... ysN) 
V(t) = \ J áyi áyz ... áy^N 


Do 

X2, ..., Afey) 

90 i, yz, .... y6N) 


(1.1.3-2) 


^ (1.1.3-3) 

] 


Vamos a demostrar que la integral V(í) tiene un valor constante; para 
ello basta probar que el determinante funcional / tiene un valor indepen- 
diente dei tiempo. Según la regia de derivación de los determinantes, te- 


nemos 


0/ 

07 


= 2 A 

f=1 


0(xi, ..., Xi-u dxi/dt, ;rj+i, ..., x^n) , .x 

Ji = -TT-r- (1.1.3-4) 

0(71, 72, ..., y 6 N ) 

Como las variables y son independientes dei tiempo, se tiene dxi/dt= 
àXi/dt=Wi. Las derivadas dwt/dyk se pueden calcular por su expresión 
(1.1.3-5). El determinante funcional que figura en el segundo miembro de 
la ecuación (1.1.3-6) es nulo si r es diferente de i, e igual a / si se tiene 
r—i\ pero para r—i se tiene dwi/dxi=0; de lo que resulta que /; es nulo; 


0 / 

di 


2^< 

£=1 


/ divW 


es pues nulo también, y podemos enunciar el teorema de Liouville en la 
forma siguiente: 

«Las transformaciones conservan el volumen en el espacio de las 

fases A AT 

õwi ^ õwi dxr 

^ = 2 ^ 5 -^ (1.1.3-5) 

oyk ^ cxr dyjc 




d(xi, ..., Xj-i, xr, Xj+i, ..., xejf) 

dxr 0(71, 72, ..., 76 jv) 


(1.1.3-6) 


1.1.4, La probabilidad específica. — Siendo desconocidas las condicio¬ 
nes iniciales, consideremos la probabilidad de que el punto que representa 
el estado mecânico dei sistema se encuentre, en el instante í, en el dominio 
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Dt dei espacio de las fases. Tomemos como domínio Dt un volumen elemen- 
tal que rodee al punto P; el punto P estará referido por los vectores 
í*!, Tg, ..., rjv, «1, V2, ...,vn o más brevemente r, v (i); el volumen elemental 
será designado por 


dl’! df2 ... dr^v d®i dr2 ... drjyr 


0 , más brevemente, dr dv. Admitiremos que la probabilidad es proporcional 
al volumen independiente de su forma; será designada por 


/W(í ; r, v) dr da 


(1.1.4-1) 



(1.1.4-2) 






m 


La integral de la función extendida a todas Ias posiciones y a todas 
las velocidades es igual a Ia unidad, puesto que el punto P que representa 
el estado mecânico dei sistema pertenece al espacio de las fases. La función 
P'\t; r, P) se llama probabilidad específica. La probabilidad de que un 
punto pertenezca en el instante t al dominio D, es igual a Ia probabilidad 
de que este punto pertenezca en el instante inicial al dominio Dq, puesto 
que estos domínios se deducen uno dei otro por la transformación que 
define las trayectorias en el espacio de Ias fases. La probabilidad dr du 
es pues una constante en el curso dei movimiento; como el volumen dr d® 
es también constante en virtud dei teorema de Liouville, se deduce que la 
probabilidad específica r, v) se mantiene constante cuando varia el 

tiempo. La función f^”'> es una integral primera de las ecuaciones dei movi¬ 
miento, ecuaciones (1.1.2-1). La función como todas las integrales pri- 
meras 


Rt ; i”!. 1*2 ... rjv, »!, »2 ... »jv) = constante 


dei sistema (1.1.2-1), verifica la ecuación (1.1.4-3), llamada de Liouville. 
La notación 9y/3rj designa el vector cuyas componentes son derivadas par- 
ciales de la función / con respecto a las tres componentes dei vector la 
notación 3//9r, designa de una manera análoga el vector cuyas componen- 
tes son las derivadas parciales de la función / con respecto a las tres com¬ 
ponentes dei vector 

Para determinar el movimiento bastaria conocer 6N integrales primeras 
dei sistema (1.1-2-1), es decir 6N soluciones independientes de la ecuación 


(0 Desde ahora escribiremos v en lugar de V para designar las velocidades. 
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de Liouville. Como esta ecuación es lineal y de primer orden, su solución 
general está determinada por 6N soluciones particulares independientes. 
Es pues equivalente conocer la solución general de la ecuación de Liouville 
o la solución general de las ecuaciones (1.1.2-1). Sin embargo, como ya 
hemos indicado, la integración dei sistema (1.1.2-1) o de la ecuación de 
Liouville no es necesaria para predecir el comportamiento probable dei 
sistema. 


1.1.5. Las funciones de distribución. — Partiendo de la probabilidad 
específica r, v), se pueden definir nuevas funciones por integraciones 

extendidas al conjunto de las posiciones y al conjunto de las velocidades de 
las partículas. 

/i = dr2 drs ... dií2 drs ... drjsr (1.1.5-1) 

/i2 = N{N — 1) dr3 ... àrif dt)3 ... dtjy (1.1.5-2) 

Las funciones así definidas se llaman densidades o funciones de distri¬ 
bución. Existen realmente N funciones de distribución de orden 1 definidas 
como integrales de extendidas a las posiciones y a las velocidades de 
todas las partículas salvo una. Como todas las partículas se suponen idên¬ 
ticas, la función /i obtenida no depende de la partícula elegida. La función 
de distribución /i depende de siete variables; la función de distribución de 
orden h obtenida por integración sobre las posiciones y las velocidades de 
N~h partículas depende de 6h+\ variables. 

Se puede substituir la ecuación de Liouville por una sucesión de ecua¬ 
ciones relativas a las densidades sucesivas. Para ello multiplicamos cada 
término por 

N d#'2 drs ... àfN d»2 d»3 ... dt^ 

e integramos en todo el espacio disponible y para todos los valores de las 
velocidades; suponiendo, lo que haremos, que la función se anula cuan- 
do uno de los módulos \vi\ se hace infinito o cuando una de las partículas 
está en la pared, se obtiene la ecuación (1.1.5-3). En efecto, todas las inte¬ 
grales 

J drs ... dfN dv2 ... dtJ^^ 

son nulas para i¥^ 1; las integrales 

J Xi • (0/W/3»i) drs ... dfN dv^ ... dv^ 
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son nulas también para 1, cuando la fuerza Xi no depende más que de 
la posición En el caso en que se tiene 

Xi = Vi X iiH, 

con H=H{ri), el resultado sigue siendo válido, como se ve expresando 
expiícitamente el producto mixto 

(ti X iiH) • (0/í^/0»í)‘ 

Las integrales 

[x„ • (0/W/0»<) dr2 ... drjy^ dr2 ... Avn 

son nulas para 1; para /=1, las integrales que correspondeu a los di¬ 
versos valores de / son iguales, puesto que todas las partículas juegan el 
mismo papel. Como es nula, el número de las integraciones es (N—1), 
de modo que se tiene 

N j • (0/W/0tíi) dr2 ... dr^f dv2 ... dv^ = J X 12 • (0/i2/9»i) dr2 dtí2 

De manera análoga, si multiplicamos cada término de la ecuación de 
Liouville por 

N(N — 1) dra ... dr^- dra ... drjv- 

y si integramos en todo el espacio disponible y para todas las velocidades, 
obtenemos la ecuación (1.1.5-4): 


0í 0ri m 0»i 



9/12 - , 

dra dr2, 

ori 


(1.1.5-3) 


3/12 , 9/12 0/12 , Xi + X12 0/12 , X2 + X21 0/12 

+ Vi • --h V2 • - -1-‘ -z -1-• 

ct ori or 2 m o »i m o «2 


X13 0/123 , , f X23 9/123 , - 

-• —— drs dvs — — • —— drs dus 

m oti j m 0 V 2 


(1.1.5-4) 


Se podrían escribir ecuaciones análogas para las densidades de orden 
superior. Las ecuaciones así obtenidas describen la evolución dei sistema 
tan completamente como la ecuación de Liouville; comprenden todas un 
operador que actúa sobre la densidad y una integral que contiene la den- 
sidad de orden inmediatamente superior. La resolución de las ecuaciones 
(1,1,5-3), (1.1.5-4) y de las ecuaciones análogas es de dificultad comparable 
a la resolución de la ecuación de Liouville; pero se pueden efectuar simpli-' 
ficaciones que permiten tratar de hallar tal solución. En particular, es po- 
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sible obtener una ecuación única en que interviene la función /i. El conoci- 
miento de la función /i proporciona menos información que el de la función 
pero, cuando el número N de las partículas es muy grande, hay que 
limitarsô a la investigación de las funciones /i. El estúdio de las propiedades 
dei gas que se pueden deducir dei conocimiento de las funciones /i consti- 
tuye la teoria cinética. 

El producto ^ 

dri dtJi /W dr2 ... dr^ dü2 ... àv^ 


representa la probabilidad de que la partícula 1 tenga su punto figurativo 
—en un espacio de fases de seis dimensiones— en el elemento de volumen 
dri dt?! en torno dei punto Como todas las partículas desempenan 

el mismo papel, el número probable de partículas situadas en el elemento 
de volumen dr^ d^i es igual al producto de esta probabilidad por el nú¬ 
mero N de las partículas, o sea 

/i dri di?i. 


El producto 



dvu 


donde la integral está extendida al conjunto de las velocidades, representa 
en un espacio físico de tres dimensiones el número probable de las partículas 
situadas en el volumen dri en torno dei punto ri. Finalmente, la integral 

J/l d»i 


representa el número probable de las partículas por unidad de volumen; 
se llama número específico. 


§ 1.2. Hípótesis de la teoria cinética 

1.2.1. Hípótesis de las ínteracciones binarias. — La primera hipótesis 
que se debe hacer, consiste en no tener en cuenta más que las Ínteracciones 
binarias, es decir en despreciar las Ínteracciones tres a tres, cuatro a cua- 
tro, .... Esta hipótesis está justificada cuando la distancia entre las partículas 
es mayor que el alcance de las Ínteracciones; se verifica en las moléculas 
esféricas inactivas que no están sometidas a otras ínteracciones que las per- 
cusiones mutuas. La consecuencia es que las fuerzas X 23 y son nulas 
siempre que la fuerza es distinta de cero; el segundo miembro de la 
ecuación (1.1.5-4), que representa la acciórj de las ínteracciones triples, 
puede entonces despreciarse. 
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La ecuación obtenida es la de Liouville para un sistema que no contu- 
viese más que dos partículas; expresa que la función de distribución /12 es 
constante a lo largo de la trayectoria —en un espacio de 12 dimensiones— 
dei sistema de las dos partículas. La ecuación (1.1.5-3) se deduce de la 
(1.1.5-4) multiplicando los dos miembros por drs dv 2 e integrando hasta los 
limites dei fluido y para todas las velocidades; el segundo miembro repre¬ 
senta el efecto de las interacciones entre las partículas. Es suficiente poder 
expresar este segundo miembro por medio de la función fi para obtener 
una ecuación que sólo afecte a esta función. 


1.2.2. Hipótesís sobre el alcance de las interacciones. — Suponiendo 
nulas las fuerzas X 13 y X 23 siempre que la distancia r = r 2 — r^ es pequena, 
la ecuación (1.1.5-4) se escribe en la forma (1.2.2-1); sustituyendo la varia- 
ble r 2 por la r, se obtiene la forma equivalente ( 1 . 2 . 2 - 2 ): 


8/ia 

0 í 




8/12 

df 





9/i2 . -^1 + -^12 9/i2 


0ri 

+ ■ a + 

0r2 m 

0Cl 




Xi + .X 21 



+ 

m 

0r2 

9/i2 

, . 0/l2 



0ri 

+ (t>2 — «l) • 




, x^_ -f Xvi 0/l2 , 

Xz + Xzx 

9/12 


+ - ■ ^ + 

m oBi 

m 

0»2 


0 (1.2.2-1) 


0 ( 1 . 2 . 2 - 2 ) 


Suponemos que el alcance de las interacciones es finito, es decir que la 
fuerza X ^2 es Rula cuando se tiene 


lr2 — ro. 


Designemos por (S) la esfera de centro y de radio Tq. Multipliquemos 
los términos de la ecuación ( 1 . 2 . 2 - 2 ) por drdr 2 e integremos para todas las 
velocidades 1^2 y para las posiciones r 2 interiores a la esfera (5); se obtiene 
la ecuación (1.2.2-3). 

(I + ' è + ^ ■ â) (/ = 

(S) (V2) 

“/ -J J^ 

(-S) (V2) iS) (t)2) 

En el segundo miembro de Ia ecuación (1.2.2-3) figuran dos términos;- 
el primero es igual al segundo miembro de la ecuación ( 1 . 1 . 5 - 3 ) y lo desig- 
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naremos por /. El primer miembro de la ecuación (1.2.2-3) es despreciable 
con respecto a eada uno de los dos términos que figuran en el segundo 
miembro. La integral. 

J fn dr2 d»2 

representa el número probable de pares de partículas (1), (2), tales que la 
partícula (1) se encuentre en el volumen unidad que rodea al punto ri,vi, 
mientras la partícula (2) está situada en la esfera (S) y tiene una velocidad 
arbitraria. El radio tq de la esfera (S) se supone suficientemente pequeno y 
la función /12 y sus derivadas suficientemente regulares para que el primer 
miembro de la ecuación (1.2.2-3) pueda despreciarse frente a cada uno de 
los términos que figuran en el segundo miembro. El operador / se expresa 
así en la forma (1.2.2-4), y la última integral, extendida al producto dei 
espacio de las velocidades por el volumen interior de la esfera (S), puede 
ser substituída por una integral extendida al producto dei espacio de las 
velocidades por la superfície de la esfera (S). Así se obtiene la fórmula 
(1.2.2-5), en la cual n designa el vector unitário orientado según la normal 
exterior a la esfera (S). La ecuación (1.1.5-3) se escribe finalmente en la 
forma (1.2.2-6). 

r r Z 12 9/12 r 9/12 /i as 

J = — — * -T— dr 2 d »2 = I í »2 — »i) • — dr di )2 (1.2.2-4) 

J J m õvi J dr 

(S) (V2) (S)X(V2) 


J = j (»2 — »i) • dr dvz = J (»2 — Pi) • nfi 2 ds dP 2 (1.2.2-5) 

(5)X(1)2) <.S)X(V2) 


9/1 9/1 Xi a/l r 

-^ + m ^ -f — . ^ = -f (»2 - 
at 0ri m at»i J 


9/1 , Xi 9/i 


»i) • 11/12 dj d®2 (1.2.2-6) 


( 5 )X(« 2 ) 


1.2.3, Hipótesis dei caos molecular. — Para expresar el operador de 
interacción / únicamente por la función /i, se admite que las partículas 
están distribuídas de manera aleatória en el exterior de la esfera (S). Esta 
hipótesis significa que el número probable de los pares de partículas (1), (2) 
tales que la partícula (1) esté situada en un volumen unidad que rodea al 
punto Ti, «1 mientras que la partícula (2) está situada en un volumen uni¬ 
dad que rodea al punto r 2 , V 2 es igual al producto dei número probable 
de partículas (1) situadas en el primer volumen por el número probable de 
partículas (2) situadas en el segundo volumen. La función de distribución 
/i 2 (f: '"ij '‘ 2 . ^ 1 . ^ 2 ) es entonces igual al producto de las funciones de dis- 
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tribución = ri) y f2—fi{í; 1*2. ^2)* Esta hipótesis, llamada dei caos 

molecular, se resume en la relación siguiente: 

/12 =/i/2 para lr2 —ri|>ro ( 1 . 2 . 3 - 1 ) 

La hipótesis dei caos molecular permite simplificar la expresión dei ope- 
rador de interacción: 

J — j (v2 — »i) • nfi2 ds d®2. 

(S)XiV2) 

La integral está extendida al espacio de Ias velocidades ^2 y a la esfera 
( 5 ) en la que se tiene 1 1*2 —í*! I==í'0í de modo que se puede substituir en 
ella la función /12 por el producto /j/2 y escribír 

J (»2 — »i) • n/1/2 dy dr2 ( 1 . 2 . 3 - 2 ) 

(S)x(e2) 

El cálculo de la integral / se puede hacer fijando previamente la veloci- 
dad V2, y por tanto la diferencia »2 —e integrando sobre la esfera (S). 
La esfera (S) es dividida por el plano diametral perpendicular a la direc- 
ción («2 —en dos hemisférios 

(S^) en el cual se tiene (u2 —ri)-w>0 

(S ) en el cual se tiene («2 — • «< 0 . 

Para las partículas cuyas posiciones y velocidades correspondan a un 
punto de (S^), el encuentro ha terminado; indicaremos por el índice las 
posiciones de estas partículas. Para las partículas cuyas posiciones y veloci¬ 
dades correspondan a un punto de (S“), el encuentro comienza; indicare¬ 
mos por el índice “ las posiciones de estas partículas. 

Por tanto, se tendrá: 

en (;S+), /i 2 =/i(/; ri, ri)/i(í; r2+ »2) =/i+/2+ 
en (5'-), /i2 =/i(/; n, »i)/i(r; r^-, tz) =/i-/2- 

Resulta cómodo tomar como parâmetros de integración sobre la esfera 
(S) las coordenadas polares b y £ de la proyección dei punto que describe 
la esfera (S) sobre el plano diametral perpendicular a la dirección «a — 
el ângulo polar e se podrá medir parííendo de la intersección de este plano 
diametral con un plano ftjo que pase por Puesto que las trayectorias 
Eon rectilíneas fuera de la esfera (S) Ias coordenadas polares b y e repre- 
sentan los parâmetros de impacto definidos en el estúdio dei problema de 
los dos cuerpos, El domínio de integración en el plano diametral es el disco 
io(0<6<ro, 0 ^ E < 2 tt) cubierto dos veces, puesto que dos puntos de la 
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esfera (5) corresponden a un mismo punto dei disco. Uno de estos puntos 
pertenece a (5'^), y el otro a (S~). Para el primer punto se tiene 

(tJ2 — Cl) • n dy = |c2 — ci| 6 dè dc; 

para el segundo, se tiene 

(c2 — Cl) • /I ds = — |c2 — àb de. 

De estas consideraciones se deduce la nueva expresión siguiente para 
el operador de interacción; 

J= J (/1+/2+—/1-/2-) le2—»i| ôdAdedra ( 1 . 2 . 3 - 3 ) 

(új)X(V2) 

La integral se extiende al disco o) cubierto una vez y al espacio de las 
velocidades V 2 , 


1.2.4, Hípótesis sobre la variación de Ias funciones de distribución. — 

La última hipótesis que se hace consiste en admitir que las funciones de 
distribución consideradas como funciones dei espacio y dei tiempo varían 
poco en el curso de un impacto. Esta última hipótesis nos va a permitir dar 
a la expresión que interviene en la expresión dei operador 

de la interacción, una interpretación nueva que permitirá simplificar el 
cálculo de este operador. 

En la expresión dei operador de interacción es posible permutar el orden 
de las integraciones que han conducido a la fórmula (1.2.3-3). Si se integra 
primero con respecto a la velocidad V 2 dejando fijos los parâmetros de im¬ 
pacto 5 y e, se puede escribir 


con 


J= f (J+~J-)bdbde 
Cw) 

Í flVz^\v2—Vl\dV2 

(t^a) 

/r/a" IC2 — tJi| dc2. 

{V 2 ) 


(L2.4-1) 


En el curso de una colisión, la función /12 permanece constante. En efec- 
to, las interacciones que no sean binarias se desprecian y existe en el espacio 
de las fases de dos partículas una sola trayectoria que pasa por un punto 
dado, y la probabilidad específica se mantiene constante a lo largo de toda 
la trayectoria. Además, Íos parâmetros de impacto b y s tienen el mismo 
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valor al principio y a] final dei encuentro, Estas observaciones permiten 
calcular la integral substituyendo en el producto f-TP/ los argumentos 
E ^i> «i( ^ 2 ^, ^2 por sus valores correspondieníes al principio dei encuentro 
cuyo final está definido precisamente por estos argumentos. Designando los 
valores al principio de tal encuentro por i', r\, r'i, rP y r' 2 , tenemos 

/ 1 -/ 2 + =/i(/'; r\, ; r' 2 , v' 2 ). (1.2.4-2) 

Puesto que las funciones de distribución varían poco en el curso de 
un encuentro, en las integrales se podrán substituir /i(í'; r\, t)'i) por 
hit; Fi, »'i) y hit'; r' 2 , v' 2 ) por/i(í; v' 2 ). 

Esto significa que sólo se toman en consideración las variaciones de las 
velocidades en el curso de un encuentro. Así se obtieiie 


= f'if'2 |«>2 —»ij d»2 (1.2.4-3) 

(v>) 

con : 

í/'i =fiU',ru r'i) 
l/'2 =/2(t; fi, r'2). 

representando v'i y v'2 las velocidades al principio dei encuentro de las 
partículas cuyas velocidades al final dei mismo son y «2- Estas velocida¬ 
des están relacionadas por las fórmulas siguientes en las cuales a designa 
un vector unitário función de b, e y \v'2 — v'x\ = | t’ 2 — 1 - 


n = r'i + a { a • (r '2 — r'i) } 
»2 = í >'2 — et { a> r '2 — r'i) } 


) (1.2.4-4) 


A consecuencia de la simetria de las fórmulas (1.2.4-4) que se resuelven 
en la forma (1.2.4-7), se puede decir también que y v '2 representan las 
velocidades al final dei encuentro de las partículas cuyas velocidades al 
principio dei mismo son y » 2 . 

Se puede escribir de manera análoga 

J~ = í/ 1/2 |r 2 — ri| dr 2 (1.2.4-5) 

con: í/l =/i(t;ri, ri) 

I /2 =/i(t; ri, V2). 

El operador de interacción se expresa finalmente por la fórmula (1.2.4-6) 
en la cual la integral se extiende al conjunto constituído por el producto 
dei disco <ü cubierto una vez por el espacio de las velocidades V 2 . 


J = 


J (/'l/'2 

(a>) X (üa) 


—/ 1 / 2 ) I «2 — n I bdbàc áv 2 


(1.2.4-6) 
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con 

r 2 = r 2 — a { a • (r 2 — ti) } f 

. a = a(b, \v 2 — vi\,€) (1.2.4-8) 

La integral / es una función de los argumentos t, /*! y t?i. 


§ 1.3. Las ecuaciones ciné+icas 

1.3.1. La función de distribución de las velocidades. — Se llama fun¬ 
ción de distribución de las velocidades la media con respecto al tiempo de 
la función /i durante un intervalo de tiempo t. El intervalo t se supone 
grande con respecto a la duración de una colisión, y pequeno con respecto 
al tiempo necesario para que las magnitudes macroscópicas puedan experi¬ 
mentar variaciones apreciables. Se admite que la media fi es independiente 
de la elección dei intervalo r. 


^+r/2 

fi(t ; n, n) = - J /i(í + t ; ri, »i) dr. 

-t/2 


(1.3.1-1) 


La media / 1/2 dei producto de las funciones / 1/2 viene dada por las fór¬ 
mulas (1.3.1-2). El producto / 1/2 de las medias de las funciones /i y /2 
viene dado por las fórmulas (1.3.1-3). La diferencia entre la media dei pro¬ 
ducto y el producto de las medias es un infinitésimo de segundo orden con 
respecto a t; en los cálculos despreciaremos esta diferencia. 


/1/2 


+ t /2 

-lí' 

-t/2 


fl(,t + t) fzijt + t) dr 


24 




/1/2 


(1.3.1-2) 


^ + t /2 +7/2 

= (- J /l(í + t ) drj J / 2 (/ 4- t) drj 1 

- t /2 - i /2 { 


(1.3.1-3) 


(1.3.1-4) 
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1.3.2. Ecuación de Boltzmann.— La función fi verifica la ecuación 
(1.3.2-1). Con el convênio que consiste en despreciar el segundo miembro 
de la relación (1.3.1-4), se deduce que la función fi verifica la ecuación 
(1.3.2-2), 

8/i , 9/i , ^1 8/i r , . , \ f, r A A 

-qJ + ■ Õ;; + - ■ = j \ ‘ \ ^ dra 

(1.3.2-1) 

8/i SÃ 9/i r I \ (f' f! f f \ A A 

(1.3.2-2) 

Se escribe habitualmente la ecuación (1.3.2-2) sustituyendo /i por /, 
/a por /i, ri y por r y v, r 2 y V 2 por y vi, Así se obtiene la ecua¬ 
ción (1.3.2-3), que se llama ecuación de Boltzmann; la función de distribu- 
ción de las velocidades f es una solución de la ecuación de Boltzmann. 


a/ 0/ X 0/ 

0 / 0»* m 01 ) 


r I (n - ») • /II (/7'i - //i) ds dai 

(1.3.2-3) 


/ = f(t; r, v) fi == ; n, n) 

/' = f(t ; r, v') f'i = f(t; n, v'i) 


V y vi designan las velocidades antes dei encuentro, 
v' y v'i designan las velocidades después dei encuentro. 


La integral que figura en el segundo miembro de la ecuación de Boltz¬ 
mann está extendida al espacio de las velocidades y a la superficie de la 
esfera de interacción. Esta integral se puede escribir en la forma 

J (f7'i-/fi)jvi-vjbdbd€dvi (1.3.2-3) 

(u) X (üi) 

extendiéndose la integral al conjunto constituido por el producto dei disco íd 


(0 ^ b < ro , 0 < c ^ Itt) 


ciibierto una vez por el espacio de las velocidades vi, Como las velocidades 
después dei encuentro se expresan en función de las velocidades antes dei 
encuentro y de los parâmetros & y e, la ecuación de Boltzmann es una 
ecuación integrodiferencial verificada por la función de distribución de las 
velocidades. Recordemos que se tiene 

D' =1) +a{a-(oi-«)} 1(132-4) 

i)'i = «1 — a { a • («1 — d ) } i ^ ' 
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a es un vector unitário cuya proyección sobre un plano perpendicular 
a la velocidad relativa vi—v admite el ângulo polar e; el ângulo que forma 
el vector a con la velocidad relativa — v depende de la ley de interac- 
ción; es una función de las cantidades b y | —r |, que ha sido calculada 

en las secciones 8.4.2 y 8.4.3. Se puede escribir, por tanto, 

ro 

y = 27r JJJdpi J (/7'i -//i) I Dl - 1>1 6 dô (1.3.2-5) 

0 

Las hipótesis en las que la ecuación de Boltzmann es válida son las 
siguientes: 

1 . ® las interacciones son solo binarias, 

2 . ° el alcance de las interacciones es pequeno, 

3 . '' las velocidades fuera de la esfera de interacción están distribuídas 

aleatoriamente, 

4 . ° las funciones de distribución varían poco durante un encuentro. 

Estas hipótesis se satisfacen con notable exactitud en el caso de partícu¬ 
las esféricas inactivas. En el caso de una ley de interacción en r ro es 
infinito de modo que el alcance de las interacciones no es ya pequeno. Sin 
embargo, coando el exponente s es bastante grande (por ejemplo 5), las 
colisiones lejanas (colisiones que correspondeu a los valores grandes dei 
parâmetro fe) infiuyen poco en la integral / y la ecuación de Boltzmann es 
todavia válida. 

La solución de la ecuación de Boltzmann es un problema excesivamente 
complicado. Maxwell consiguió obtener una solución muy sencilla; esta 
solución, llamada función de distribución de las velocidades de Maxwell, 
se expresa en la forma siguiente 

^ (m I m{v— ro )2 \ 71 a o 

/-.(jr) “pI-27^) 

m representa la masa de las partículas, mientras que las cantidades n,Voy T 
designan constantes. La función de distribución de Ias velocidades de 
Maxwell es independiente dei íiempo y de la posición. Si Ias fuerzas interio¬ 
res son nulas (X=0), esta función anuía el primer mlembro de la ecuación 
de Boltzmann; ella anula también el segundo mlembro porque se tiene 

/7'i—#1=0. (1.3.2-7) 

La relación (1.3.2-7) resulta de que la suma 

m{v — ro )2 + m(vi — vq)^ 

posee, en virtud de las relaciones (1.3.2-4) el mismo valor antes y después 
dei encuentro. 
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1.3.3. Los valores médios. — A partir de Ia función de distribución de 
las velocidades fit; r, v), se pueden calcular, por integracioaes sobre el es¬ 
pado de las velocidades, Ias diferentes magnitudes que, eu mecânica de los 
fluidos, permiten caracterizar eí estado de un fluido, Ya hemos introducido 
el número específico 

nit, O = J Au r, ») da, 

dei cual se deduce la masa específica p por multiplicación por la masa m 
de las partículas: p=mn. 

a) Valores médios, — Dada una magnitud r, r), asociada a una 
partícula de velocidad v que ocupa la posición r en el instante t, el valor 
medio de la magnitud $ para todas las partículas que en el instante t se 
encuentran en las proximidades de la posición r es la función r), defi¬ 
nida por la fórmula (1.3 J-l). En particular, la velocidad media ro(í, r) está 
definida por la fórmula {1.3.3-2). En la práctica, sólo los valores médios así 
definidos son accesibles por la experiencia. 

Hu “ J '■> ^ ") ‘í® (1.3.3-1) 

ro(t, r) = ^ J » /(<; r, v) du (1.3.3-2) 

La diferencia V~v — vq entre la velocidad r y la velocidad vq se llama 
velocidad de agitación; el valor medio de la velocidad de agitación es nulo. 
La energia cinética de una partícula tiene por valor 

i fn(vQ + F)2; 


Ia suma de Ias energias cinéticas de las partículas situadas, en el instante í, 
en las proximidades de un punto r es la energia total dei fluido; la energia 
específica total, definida por la primera de las fórmulas (1.3.3-3) se descom- 
pone en dos términos 


J i m(vo + f dv = i pvQ^ f ^ da 

i T(t, r) = i mV^fdv. 


(1.3.3-3) 


El primer término es la energia cinética específica dei fluido; el 

segundo término es la energia cinética debida a las velocidades de agitación; 
a este término se le da el nombre de cantidad de calor contenido en la 
unidad de volumen. Se llama temperatura absoluta T a una magnitud pro- 
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porcional a la cantidad de calor y definida con unidades mecânicas por la 
segunda de las fórmulas (1.3.3-3). 

b) El flujo térmico. — A toda magnitud 
t, í", y a toda dirección definida por un vec- 
tor unitário v, se asocia en cada instante y en 
cada punto una nueva magnitud llamada flujo 
de la magnitud ^ en la dirección v. 

A este fin designamos por àS un área ele- 
mental orientada, normal al vector v, y situada 
en el instante t en la proximidad dei punto r; 
el área dS está animada de una velocidad r'. 
Las partículas cuya velocidad está situada en el dominio dv que rodea al 
punto V y que atraviesan el área dS durante el intervalo de tiempo í, t + dt 
son las que, en el instante t, se encuentran en el interior dei cilindro de base 
dS y generatrices V'dt, con F'=r—i?', El número de estas partículas es igual 
al volumen dei cilindro (F'-v)dfdS multiplicado por r, v)dv, o sea 

(F' • v)/(r) dv dt dS. (1.3.3-4) 

La suma de los valores que toma la magnitud ^ para cada una de es¬ 
tas partículas es igual al producto de la expresión (1.3.3-4) por ^(í, r, v): 
primera fórmula (1.3.3-5). El cociente por dt dS representa la suma corres- 
pondiente referida a la unidad de tiempo y a la unidad de superfície; la 
integración en el espacio de las velocidades define entonces el flujo de la 
magnitud ^ en la dirección v: segunda fórmula (1.3.3-5). 



(F' • v) f(v) du dt dS 
0(v) (F' • v) f(v) dü = nV'0 • V. 


Así el flujo de una magnitud ^ en una dirección v es igual al producto 

escalar dei vector _ 

n(r — v') 0 


por el vector v. En el caso particular ^=1, se obtiene el número de las 
partículas que atraviesan la unidad de superfície durante la unidad de 
tiempo: ^ 


Cuando se toma como función ^ la energia cinética debida a las velo¬ 
cidades de agitación, es decir, la cantidad de calor por unidad de volumen, 
y cuando además la velocidad de la superfície a través de la cual se calcula 
el flujo es igual a la velocidad media dei fluido, al vector 


n(v — u') 0. 

se le denomina vector flujo térmico. El vector flujo térmico se designa por 
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q, fórmula (1.3.3-6). La cantidad de calor que atraviesa, durante la unidad 
de tiempo, la unidad de superfície normal al vector v es igual al producto 

escalar g • v: _ 

q = n i mV^ V (1.3.3-6) 

c) El tensor de las presiones, — El caso en que la función ^ es igual 
a la cantidad de movimiento mv es de gran importância, a causa de su re- 
lación con la distribución de las presiones. 

Sobre la pared de un recipiente, cada partícula que choca y rebota en 
ella ejerce una impulsión igual a la diferencia de las cantidades de movi¬ 
miento antes y después dei impacto. Siendo las partículas suficientemente 
numerosas, las impulsiones pueden asimilarse a una fuerza permanente. El 
flujo de las cantidades de movimiento, es decir, la impulsión que se ejerce 
sobre la superfície dS, de normal v, durante el tiempo df, está dado por la 
integral (1.3.3-7), en la cual se ha puesto 


r, = V' 


V, 


Dividiendo por dí, se obtiene la fuerza; dividiendo luego por dS, se obtiene 
la presión Pv: 

dS át J Vymv f dü 


(1.3.3-7) 


= nmVi/v 


La velocidad = r —v' es la diferencia entre la velocidad r y la velo- 
cidad i/ de la pared. Como todas las moléculas que chocan con la pared 
rebotan, la cantidad 

IV = F' • V 

es nula; teniendo en cuenta este resultado es posible modificar la expresión 
de Pv, 

Se pueden escribir sucesivamente, en efecto, 


v;v - F/(yo + V) = v;v 
I vjV = {^(to + V — v')} V = {v F} V 

1 P.--P Jy^V} V ■ V 

p, y , con T = p(y^) (1) (1.3.3-8) 


Así, la presión que se ejerce sobre una pared es igual al producto dei 

tensor P por el vector v. El tensor P, independiente dei vector v, se llama 
tensor de las presiones. Para definir la presión en el interior dei fluido se 


(U La notación (7, 7) está definida por la fórmula (1.1.1-1). 
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conviene en sustituir el elemento de pared por un elemento de superfície 
animado de una velocidad igual a la velocidad media dei fluido vq; así la 
velocidad V' es igual a la velocidad de agitación F, y como se tiene 
F = 0, se tiene también 

V' ■ V = 0, 

de modo que la fórmula (1.3.3-8) es siempre válida. El cálculo explícito 

^ -^ 

dei vector q y dei tensor P no puede hacerse si no se conoce la distribución 
de las velocidades fit; r, v); exige, pues, la resolución de la ecuación de 
Boltzmann. 

Si se adopta la función de distribución de las velocidades de Maxwell, 
definida por la fórmula (1.3.2-6), se comprueba que las constantes n, vq y 
T introducidas en esta fórmula son iguales respectivamente al número es¬ 
pecífico, a la velocidad media y a la temperatura absoluta. El valor dei 
flujo térmico está dado por la integral 


í 


mn 

T 



V F2 exp 



mV^\ 

'irj 


áV 


Esta integral es nula porque actúa sobre una función impar de las compo¬ 
nentes de la velocidad de agitación F, y está extendida a todo el espacio 
de las velocidades. Así el vector flujo térmico es nulo y en los fluidos co- 
rrespondientes no tiene lugar ninguna propagación de calor. 

Adoptando siempre la función de distribución de Maxwell, se obtienc 
para tensor de las presiones un tensor esférico. Los términos no diagonales 
dei tensor son nulos porque están definidos por integrales que afectan a 
funciones impares de las componentes de la velocidad. Los términos diago¬ 
nales son iguales porque la distribución de las velocidades de Maxwell es 

<—> 

ísótropa; designando por p su valor común y por U el tensor unidad, se 
obtiene 


pU 



0 


(1.3.3-9) 


Se dice que un fluido es localmente máxwelliano cuando la función de 
distribución de las velocidades está definida por una fórmula de la forma 
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(1.3.2-6), pero en la cual n, T y vq son funciones dei tiempo y de la posi- 
ción. Para un fluido localmente maxwelliano, se tiene también 

^=0 , ^=nTU, 


1.3.4. Ecuaciones de transporte. — Partiendo de la ecuación de Boltz- 
mann, que escribiremos en la forma condensada £)/=/, se pueden plantear 
ecuaciones verificadas por los valores médios p, t’o y para ello basta mul¬ 
tiplicar los dos miembros de clertas funciones r, v) e integrar en el es- 
pacio de las velocidades. Para calcular el primer míembro 


J ^ D/ d» 

de la ecuación obtenida se pueden introducir las coordenadas cartesianas 
dei espacio y utilizar las fórmulas siguientes: 



Es cómodo expresar explícitamente los resultados introduciendo ta velo- 
cidad de agitación V, es decir, adoptando las variables í, r, V en lugar de 
las variables t, r, v. La velocidad media vq es ima función dei ticmpo y 
de la posición; el cambio de variables conduce a las fórmulas (1,3.4-2); 


d<p 

se convierte en 

Õ0 

d0 

5 Vo 


9? 


~õi “ 

dV ‘ 

dt 



se convierte en 


60 

9ro 


dx 


õx 

dV ' 

õx 


04» 

se convierte en 

a<i» 

/õ^ 


00o 

ôr 


” ’ If “ 

■ [õF 

■ "07 
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Con este cambio de variables y la introducción de la derivada total con 
respecto al tiempo 


la integral 


Da a 

D/ “ Fi +'" ■ ã;’ 



dr 


se escribe en la forma (1.3.4-3): 

r D/20 — _ 

J «P D/ dF = —h n0 div ro + div(n <PV) 


Nos falta calcular la integral 

0/ dr. 


I 


El producto / dv representa la variación, bajo el efecto de las interacciones 
entre partículas, por unidad de tiempo y por unidad de volumen, dei nú¬ 
mero probable de partículas cuya velocidad está situada en el dominio dr, 
en torno al punto v dei espacio de las velocidades. La integral 


j <PJ d» 

representa, pues, la variación por unidad de tiempo, bajo el efecto de las 
interacciones, de la suma de los valores tomados por la función ^(í, r, v) 
para todas las partículas situadas, en el instante t, en la unidad de volumen 
que rodea el punto r. De ello resulta que esta integral es nula siempre que 
se sustituya la función ^ por m, mV o mV^, puesto que se tiene V=v~vo. 
Se deducen de ello las tres ecuaciones siguientes, llamadas de transporte. 


Dp 

— + p div ro = 0 

divT- P (x - ^) = 0 

D«r 

I ^-h 4 nT div »o + div q 


; (1.3.4-4) 


3vo 


En el caso particular de un fluido localmente maxwefliano, las ecuacio- 
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nes de transporte toman la forma simplificada (1.3.4-5). Como se tiene 
p=nm y p=nT, la última ecuación se puede sustituir por la (1.3.4-6). 


Dp 

— + p div vq = 0 
Dí 






DnT 

I — - \- ^ nT div i?o + /^ div vq 

— = 0 . 

Dí 


= 0 


(1.3.4-5) 


(1.3.4-6) 


EJERCICIOS 

1. Siendo la distribución de las velocidades la de Maxwell, calcular la razón dei 
número de las moléculas que poseen una velocidad superior a un valor dado Vo, 
al número total de las moléculas. 

{Solución 


2Tso^ = mW } 



2. Calcular el valor de la razón precedente para 

Vo = 30 000 km/s 

M = 5,31 • 12"23 g (moléculas de oxigeno) 

T = 4 ■ 10‘i^ ergios (correspondientes a 17 °C) 

{Solución: sq = 6 • 10^ , razón =. } 

3. Siendo la distribución de las velocidades la de Maxwell, calcular el valor medio 
dei módulo de la velocidad de agitación. 

i Solución: V= /"^ | 

( /\J nm ) 

4. Siendo la distribución de las velocidades la de Maxwell, calcular el valor medio 
dei cuadrado de la velocidad de agitación. 

{Solución: = STjm } 

5* Siendo la distribución de las velocidades la de Maxwell, calcular el valor medio 
de la componente sobre un eje de la velocidad de agitación, no considerando 
más que las moléculas para las cuales esta componente es positiva. 
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6, Siendo la distribución de las velocidades la de Maxwell, calcular el número de 
moléculas que encuentran, en la frontera, la unídad de superfície durante la 
unidad de tiempo, con una componente normal superior a un valor dado. 

7, Estando sometidas las moléculas de un gas a desplazarse en un dominio plano, 
determinar la función de distribución de las velocidades de Maxwell. 

8. Estando sometidas las moléculas de un gas a desplazarse en un dominio plano, 
y siendo maxwelliana la distribución de las velocidades, calcular los valores mé¬ 
dios dei módulo y dei cuadrado de la velocidad de agitación. 

9. Estando sometidas las moléculas de un gas a desplazarse en un dominio plano, 
y siendo maxwelliana la distribución de Ias velocidades, calcular el número de 
las moléculas que encuentran la unidad de longitud de la frontera durante la 
unidad de tiempo. 

10. Una mezcla gaseosa está formada por dos componentes; las partículas son esféri¬ 
cas e inactivas, y para cada componente de la mezcla la distribución de las velo¬ 
cidades es maxwelliana y la velocidad media nula. Calcular, por unidad de 
tiempo y por unidad de volumen, el número de encuentros entre ima partícula 
arbitraria dei primer componente y una partícula arbitraria dei segundo com¬ 
ponente. 

11. Se llama recorrido libre medio la distancia más probable recorrida por una mo¬ 
lécula entre dos encuentros consecutivos. Calcular el recorrido libre medio en 
el caso de un gas constituído por partículas esféricas inactivas, admitiendo uria 
distribución de velocidades maxwelliana. 


CAPÍTULO 2 


ASPECTO MACROSCÓPICO 
DE LA MECÂNICA DE FLUIDOS 


En una repartición continua de la matéria siempre es posi- 
ble aislar mentalmente un conjunto constantemente formado por 
los mismos elementos de matéria y aplicar a este conjunto las 
leyes de la mecânica clásica, Así se obtienen las ecuaciones de 
los movimientos en forma de ecuaciones integrales; en nuestro 
propósito de hacer una exposición actualizada y generalizada dei 
tema, consideramos el caso de un fluido dotado de conductivi- 
dad eléctrica y que puede ser sometido a la influencia de un 
campo electromagnético. Las ecuaciones integrales se obtienen 
en el primer párrafo. Cuando las funciones incógnitas son con¬ 
tinuamente diferenciables, se Ias puede escribir en forma de 
ecuaciones con derivadas parciales; éstas se obtienen en el se¬ 
gundo párrafo, primero en forma tensorial, y luego en forma es¬ 
calar, en un sistema de coordenadas curvilíneas arbitrarias. 
Cuando las funciones incógnitas son discontinuas, de las ecua¬ 
ciones integrales se deducen relaciones algebraicas verificadas 
por las discontinuidades; estas relaciones, llamadas ecuaciones 
de los fenómenos de choque, són establecidas en el tercer pá¬ 
rrafo en los dos casos limites de la aerodinâmica clásica (fluido 
de la conductividad eléctrica despreciable) y de la magneto- 
dinámica de los fluidos (fluido de resistividad eléctrica despre¬ 
ciable). 


§ 2.1. Forma integral de las ecuaciones dei movimiento 

2.1.1. Deíiniciones preliminares. — La mecânica de fluidos se conside¬ 
ra bajo su aspecto macroscópico cuando el fluido se asimila a una reparti¬ 
ción continua de matéria; este es el punto de vista que se adoptará en este 
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capítulo. La mecânica de fluidos es así una rama de la mecânica de los mé¬ 
dios continuos, y un fluido se distingue de los otros médios contínuos por 
la propiedad fundamental siguiente: en todo estado de equilibrio, el tensor 
de los esfuerzos interiores es esférico. Puesta en forma analítica e introdu- 
cida en las ecuaciones de la mecânica de los médios contínuos, esta propie¬ 
dad define los fluidos. Para representar el movimiento de un fluido se utili- 
zan las transformaciones continuas dei espacio euclídeo en el mismo; las 
transformaciones adoptadas dependen de un parâmetro que se identifica con 
el tiempo. 

En cada instante t y en cada punto P dei espacio ocupado por el fluido 
se define una velocidad V, llamada velocidad dei fluido, igual a la velocidad 
dei elemento de matéria situado en P en el instante t. Designando por dm 
la masa de un elemento de volumen dr en torno dei punto P, suponemos 
que, permaneciendo constante el tiempo, la mayor dimensión dei volumen 
d^ tiende a cero; se admite que la razón (dm/dr) tiene en estas condiciones 
un limite independiente de la manera según la cual el volumen dr tiende a 
cero; este limite p se llama masa específica dei fluido en el punto P, en el 
instante L Cuando la masa específica es constante, se dice que el fluido es 
incompresible o líquido; cuando la masa específica es variable, el fluido se 
llama compresible o gas. Hemos indicado (sección 3.1.5 de la primera parte) 
que había que representar las acciones mecânicas interiores que se ejercen 

en el seno de un medio continuo por un campo de tensores ^ (P, t), llama- 
dos tensores de los esfuerzos interiores. 

Suponemos que el fluido está sometido a fuerzas exteriores proporcio- 
nales a las masas. Sobre el elemento de volumen dr actúa la fuerza pF dr. 
En la mayoría de los casos usuales, las fuerzas exteriores se reducen a las 
fuerzas de gravedad únicamente; cuando la masa específica dei fluido es 
pequena, pueden despreciarse. Consideramos la posibilidad de que el fluido 
sea recorrido por una corriente eléctrica /, debida a la presencia de un cam¬ 
po eléctrico E, Suponemos además la existência de un campo magnético H; 
la permeabilidad magnética p se supone constante. La acción dei campo 
magnético sobre la corriente eléctrica se traduce en la introducción de fuer¬ 
zas exteriores suplementarias, proporcionales a los elementos de volumen, 
que escribiremos en la forma ^ dr. Finalmente admitiremos la hipótesis que 
traduce el principio de impenetrabilidad de la matéria; esta hipótesis indica 
que dos elementos de matéria no pueden ocupar la misma posición en el 
mismo instante. 

Las leyes físicas a partir de las cuales se establecen las ecuaciones de la 
mecânica de los fluidos se refieren a cantidades finitas no nulas; de esto re¬ 
sulta que las ecuaciones que traducen estas leyes se presentan en su aspecto 
inicial en forma de ecuaciones integrales. Cuando las funciones incógnitas 
son continuamente diferenciables, de las ecuaciones integrales se deducen 
las ecuaciones en derivadas parciales que gobiernan los movimientos con- 
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tinuos; cuando dichas funciones incógnitas son discontinuas, de las ecua- 
ciones integrales se deducen las ecuaciones de los fenómenos de choque. El 
caso de funciones con derivadas discontinuas corresponde a la propagación 
de las ondas de primer orden; íinalmente, el caso de funciones continuas 
no diferenciables no presenta ningún interés en la práctica y no trataremos 
de él. 


2.1.2. Ecuación de la dinâmica. — La ley fundamental de la dinâmica 
indica que, en un sistema material en movimiento, la derivada con respecto 
al tiempo de la resultante de las cantidades de movimiento es igual a la 
suma de las fuerzas exteriores. Cuando aplicamos esta ley a un volumen (i?) 
formado constantemente por los mismos elementos de matéria, conviene 
considerar, además de las fuerzas exteriores pF dr y ^ dr, los esfuerzos ejer- 
cidos sobre la superfície (5) que limita el volumen (v). 

Sobre un elemento de superfície ds que rodea a un punto P de la super¬ 
fície (iS), el esfuerzo ejercido T ds depende dei punto P y de la orientación 
dei elemento ds; esta orientación estará determinada por el vector unitário 
n dirigido según la normal exterior a la superfície (S) en el punto P. Hemos 
demostrado que la densidad superficial T(P, n) es igual al producto con¬ 
traído 

r(P,/i) =^P)./I (2.1.2-1) 


< 1 > 

de un tensor simétrico ^ (P), que no depende en cada instante más que dei 
punto P, por el vector unitário n: 


‘E(P) = 


Ni 

Tz 

Tz 

Tz 

Nz 

Ti 

1. Tz 

Ti 

Nz 1 


( 2 . 1 . 2 - 2 ) 


La ley fundamental de la mecânica se traduce así en la ecuación si- 
guiente: 

á = J/J + JJJ* + JJ"^-" P.l.2-3) 

<«) (V) (V) («) 

La primera integral dei segundo miembro representa las fuerzas de 
masa; la segunda integral, las fuerzas de volumen de origen electromagné¬ 
tico; la integral de superfície representa la acción de las esfuerzos interiores 
al fluido, pero exteriores al volumen (t»). 

La determinación de los esfuerzos interiores se reduce a la determina- 

ción dei campo de tensores simétricos Resulta cómodo descomponer 
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e! tensor ^ en la suma de un tensor esférico y de un tensor de traza nula, 
llamado des viador: ^ 


13 + ISi 

+ N2 + Nz 


( 2 . 1 . 2 ^) 


Guando el desviador es nulo, las presiones son normales a las superfí¬ 
cies sobre las cuales se ejercen; cuando el desviador no es nulo, esto sólo 
es válido para Ias superfícies perpendiculares a los vectores propios dei ten¬ 
sor de los esfuerzos interiores. 


2.1.3. Conservación de Ia masa y de la energia. — El principio de la 
conservación de la masa, en virtud dei cual la masa dei fluido contenido 
en el volumen (v) conserva un valor constante en el curso dei tiempo, se 
traduce en la ecuación (2.1.3-1). 


d 

át 



P 


dr = 0 


(2.1.3-1) 


El principio de la conservación de la energia indica que, para el volu- 
men (v), la variación de la energia total (energia interna y energia cinética) 
es igual al trabajo de las fuerzas exteriores aumentado en el equivalente 
mecânico de la cantidad de calor recibida por el volumen (f). 

La energia interna es la energia cinética de las moléculas debida a su 


velocidad de agitación, contrariamente a la energia cinética propiamente di- 
cha que corresponde a la velocidad media, es decir, a la velocidad macros¬ 
cópica V, La energia especifica total A, suma de la energia específica interna 
y de la energia específica cinética, se puede, por tanto, expresar por la rela- 
ción siguiente: 

' (2.1.3.2) 




Las fuerzas exteriores, para el volumen {v), comprenden las fuerzas de 


masa pF dr, las fuerzas electromagnéticas ^ dr y las tensiones ‘S’ • n ejer- 
cidas sobre la superfície (s) dei volumen (v). La potência de estas fuerzas 
exteriores se escribe en la forma 


^ ' y dr (75 • n) • y ds (2.1.3-3) 

(V) (V) (fi) 

La cantidad de calor recibida por el volumen (f) proviene de los câm¬ 
bios térmicos con el resto dei fluido y dei efecto Joule. Supondremos que 
todas las cantidades de calor se miden en unidades mecânicas. El flujo de 
cantidad de calor se designa por 0, la cantidad de calor-que atraviesa, du- 
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rante la unidad de tiempo, la unidad de superfície perpendicular al vector 
fi es 0 • w; designemos por Q la cantidad de calor desprendida por unidad 
de volumen y por unidad de tiempo bajo la acción dei efecto Joule. La po¬ 
tência recibida por el volumen (v) bajo la acción de los fenómenos térmi- 


cos es 

— 

JJ 


ít. 

(2.1.3-4) 



(S) 

(V) 



El principio de conservación de la energia se 

escribe fínalmente en la 

forma siguiente: 







Jíí 

pF 

■ + JJJ*- 

V dr 


iv) 

{V) 


{V) 



+JJ 

(¥•, 

n) • 

V ás — J J ® ^ 

+ JJjQdr 

(2.1.3-5) 

is) 



is) 

(u) 



2,1.4. Ecuaciones dei electromagnetismo. — Los fenómenos electromag¬ 
néticos están regidos por dos leyes físicas que se traducen en las ecuaciones 
siguientes, en las cuales el volumen fijo (u) es arbitrário. 


Ley de Ampere: 



// 


(#I X H) ds 


(2.1.4-1) 


Ley de Faraday: 


IJJI 

iv) 


/í 


(ti X £) dí = 0 


(2.1.4-2) 


A las dos ecuaciones precedentes conviene anadir las relaciones (2.1.4-3), 
(2.1.4-4) y (2.1.4-5). La primera, ley de Laplace, da el valor de las fuerzas 
electromagnéticas. La segunda, ley de Joule, da el valor de la cantidad de 
calor disipada por efecto Joule; el factor llamado coeficiente de resisti- 
vidad eléctrica, se supondrá constante. La tercera, ley de Ohm, liga la den- 
sidad de corriente al campo electromagnético. 


Ley de Laplace: 
Ley de ]oule: 
Ley de Ohm: 


^ = / X pH 


Q = a-i/2 

J = a {E + V X plí) 


(2.1.4-3) 


(2.1.4-4) 


(2.L4-5) 
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El caso limite o-=0 corresponde a la aerodinâmica clásica; el fluido es 
un aislante perfecto, la resistividad eléctrica es infinita; entonces se tiene 
Q = 0. Un segundo caso limite es el de los conductores perfectos; en¬ 
tonces se tiene = la conductividad eléctrica es infinita; como es lógico 
admitir que la densidad de corriente permanece acotada, se obtiene Q = 0 y 

E + V X fiH = 0. (2.1.4-6) 


§ 2.2. Ecuaciones de los movimientos contínuos 


2.2,1, Ecuaciones generales de los movimientos contínuos. — En el pá- 
rrafo precedente han sido obtenidas las ecuaciones de la mecânica de los 
fluidos en forma de ecuaciones integrales. Cuando las funciones incógnitas 
tienen derivadas continuas, es posible substituir las ecuaciones integrales 
por ecuaciones en derivadas parciales. 

En las ecuaciones (2.1.2-3), (2.1.3-1) y (2.1.3-4), las integrales triples 
están extendidas a un volumen (u) constantemente formado por las mismas 
moléculas fluidas, y las integrales de superfície a la frontera (s) de este vo¬ 
lumen. La aplicación de las fórmulas (1.1.1-9) mencionada al principio 
dei capítulo precedente permite efectuar las derivaciones bajo el signo de 
integración ya que se desprecian los fenómenos de difusión; la velocidad 
de desplazamiento de la superficie (s) es igual al producto escalar F • n de 
la velocidad dei fluido por el vector unitário normal a la superficie (s). La 
aplicación de las fórmulas (1.1.1-8) permite luego transformar las integrales 
de superficie en integrales de volumen. El volumen (i;) es arbitrário; dé ello 
resulta que las tres ecuaciones integrales (2.1.2-3), (2.1.3-1) y (2.1.3-4) son 
equivalentes a las tres ecuaciones de derivadas parciales siguientes: 

dpV 

—r-h div (pFjF) = pF + div T5 + ^ 

0 / 

0p 

^ + div pK = 0 ) (2.2.1-1) 

BA ^ ^ 

-f div ^ F = pF • F + ^ ■ F + div (*5 ■ F) — div 0 + ô- 

0 / / 


De manera análoga, las ecuaciones dei electromagnetismo (2.1.4-1) y 
(2.1.4-2), en las cuales las integrales están extendidas a un volumen y a una 
superficie fijos, pueden ser sustituidas por las ecuaciones de derivadas par¬ 
ciales siguientes, llamadas ecuaciones de Maxwell: 


BpH 

Bt 


+ rot F = 


0 


( 2 , 2 . 1 - 2 ) 


AttJ — rot FT = 0 
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Los sistemas (2.2.1-1) y (2.2.1-2) contienen 11 ecuaciones escalares. El 
número de incógnitas es 20. 


^ tensor de los esfuerzos interiores . 6 

H campo magnético . 3 

E campo eléctrico ...... 3 

V velocidad dei fluido ...... 3 

0 flujo térmico ..... 3 

P masa específica ... 1 

e energia interna específica . 1 


La densidad volumétrica de fuerza ^ y la densidad de corriente eléctrica 
/ no son consideradas como incógnitas, puesto que estos vectores, lo mismo 
que los escalares A y Q, se expresan en función de las incógnitas preceden¬ 
tes por fórmulas de términos finitos. Para poder determinar las 20 incógni¬ 
tas, es necesario escribir nueve ecuaciones suplementarias. Para ello es ne- 
cesario recurrir a nuevas leyes físicas. 

2.2.2. Fenómenos de viseosidad y de conduetividad térmica. — Los fe¬ 
nómenos de viseosidad dependen de la distribución de las velocidades en 
el seno dei fluido. Para caracterizar esta repartición introducimos el tensor 

3) igual a la semisuma dei gradiente de la velocidad y de su tensor trans- 

puesto y descomponemos el tensor 3) en la suma de un tensor esférico y 

^^ 

de un tensor de traza nula, que es el desviador 3). 


3) = i { grad V + grad V } (2.2.2-1) 

0) =idiv ^ 


El tensor 3) se llama tensor de las velocidades de deformación. La ley 
que rige los fenómenos de viseosidad, ley de Poiseuille, puede enunciarse 
en la forma siguiente: 

«La parte esférica dei tensor de los esfuerzos interiores es una función 
lineal de la parte esférica dei tensor de las velocidades de deformación. 
El desviador dei tensor de los esfuerzos interiores es proporcional al des¬ 
viador dei tensor de las velocidades de deformación.» 

Esta ley se justifica por consideraciones de simetria y de isotropía; se 
traduce en las relaciones (2.2.2-2) en las cuales los coeficientes de propor- 
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cionalidad A,i y son cantidades conocidas; su determinación se hace 
experimentalmente 

■g =(—;, + Al div K)£/ + 2 / 11 ® (2.2.2-2) 


TSi = 2/xiDi 


Las cantidades Ai y se llaman coeficientes de viscosidad; el coeficien¬ 
te i^x es positivo 0 nulo. En la primera de las relaciones (2.2.2-2), el opuesto 
al término independiente de la divergência de la velocidad, designado p, se 
denomina presión dei fluido. En ciertos fluidos, llamados de Stockes, se tiene 
3 Ai+2/ai= 0; la presión está entonces definida directamente a partir de la 
parte esférica dei tensor de los esfuerzos interiores. El caso de los fluidos 
perfectos corresponde a Ai=5Jtx=0. El caso de los fluidos viscosos corres¬ 
ponde a Ai^+jioi^ ^ 0. 

Es interesante dar una interpretación física dei tensor 3) y justificar 
así su denominación. Consideremos dos moléculas fluidas próximas que, en 
el instante í, ocupan las posiciones P y Q=P+SP, En el instante infinita¬ 
mente próximo las moléculas precedentes ocupan las posiciones res¬ 
pectivas Px = p + F(P)8 í + ... 

Qi = Q+V{P + 8P)8t+... 

Luego, ^ 

V{P + 8P) = ViP) + 8P . grad V + ... (2.2.2-3) 

V{P + SP) = ViP) + ^ rot K + SP +1d . SP + ... (2.2.2-4) 

La ecuación (2.2.2-4) indica que, con aproximación de primer orden, la 
transformación por la que se pasa dei punto Q al punto Qi puede conside- 
rarse, en la proximidad dei punto P, como resultante: 


l.° de la translación V8t 
2° de la rotación dfi=%rotF8í 

3.° de una transformación afín con coeficientes simétricos. 

La última transformación, caracterizada por el tensor 3)* se llama de- 
formación pura. 

La termodinâmica muestra que la energia específica interna e está com¬ 
pletamente determinada cuando se conoce el volumen específico y 

ia presión p, y que la expresión 

de + p dr 

admite un factor integrante que designaremos por T~^ 

^(dc+;7dT) = ds 


( 2 . 2 . 2 - 5 ) 
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Las nuevas funciones así introducidas T y s se denominan temperatura 
absoluta y entropia específica. La energia específica interna puede expre- 
sarse como función de s y de t; se tiene entonces 


dc 

ds 


T 



( 2 . 2 . 2 - 6 ) 


Por eliminación de la entropia específica, se obtiene una relación 


P =PÍP, T) 


(222-7) 


llamada ecuación de estado dei fluido. En la práctica, las magnitudes p y T 
se determinan por experiencias que permiten medirias; las cantidades p y £ 
son entonces funciones conocidas de p y de T; los datos de estas dos fun¬ 
ciones se suponen naturalmente compatibles. 

El conocimiento de la ecuación de estado permite escribir la ecuación 
en derivadas parciales 

/ 1 n 


verificada por la función e(s, t). En la práctica e(s, t) será siempre un dato, 
determinado por la experiencia. Así la presión p no es una incógnita nueva 
sino que puede expresarse en términos finitos por medio de las cantidades 
s y p. 

La propagación dei calor en el seno dei fluido depende de la distribución 
de las temperaturas. Esto ha conducido a admitir, ley de Kelvin, que el 
flujo de cantidad de calor 0 es proporcional al gradiente de la temperatura. 
Así se obtiene la relación (2.2.2-8); el factor de proporcionalidad A se llama 
coeficiente de conductibilidad térmica; es positivo y depende de la tempe¬ 
ratura 

0 = — A grad T (2.2.2-8) 


Las relaciones (2.2.2-2) y (2.2.2-8) representan las nueve ecuaciones es¬ 
calares que conviene anadir a las once ecuaciones (2.2.1-1) y (2.2.1-2) para 
determinar las veinte incógnitas. 


2.2.3. Nuevas formas de las ecuaciones de los movimientos contínuos. 
La introducción de la entropia específica permite escribir las ecuaciones de 
los movimientos continuos en forma simplificada. Las fórmulas siguientes 


ÕpV 

dt 




div(pK, F) =pF.grad V+ Vdi\(pV) 
V-^dV = rotVx F+grad(F2/2) 
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permiten escribir las dos primeras ecuaciones (2.2.1-1) en la forma (2.2.3-1). 
ôV 


ídV V^] 

pí^ + iotVx F+gradyj = 


pf + ^ -f div TS 


(2.2.3-1) 


div(pF) = 0 


Para simplificar la tercera de las ecuaciones (2.2.1-1) o ecuación de la 
energia, expresamos explícitamente la energia específica total en la forma 


A 




y, en virtud de la conservación de la masa, escribimos las relaciones si- 
guientes: 

3pc 


dt 


+ div (p€V) 


ídc 

= ^l07 


+ V • grad e 


) 


(2.2.3-2) 


div(pF2F) = pK. |2|^+grad 
^ + div = + V. grad c) + pV- + grad^j 

Cualquiera que sea el tensor se tiene 


div (IS • K) = F- div 75 + 7? : grad F. 

Teniendo en cuenta la primera de las ecuaciones (2.2.3-1), se puede escribir 
la ecuación de la energia en la forma (2.2.3-3). 




=15 : 


grad F — div 0 + Q 


(2.2.3-3) 


Es cómodo introducir la entropia específica así como el desviador dei 
tensor de los esfuerzos interiores. Teniendo en cuenta la conservación de la 
masa y las relaciones 

div (pV) = p div F + F* grad p 

dc =: Tds — p dr = Tds + -~dp, 

P 

se escribe la ecuación de la energia en la forma siguiente: 


pT\ ^ • grad .y j = 7?i : grad F— div 0 + ô 

3Al + 2pi 


+ ■ 


(divF)2 (2.2.34) 
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El segundo miembro de la ecuación de la energia es nulo en cada uno de 
los dos casos siguientes: 

Al =/xi = A = ít=0 

Al = ju-i = A = = 0, 

En cada uno de estos dos casos, la entropia especifica s permanece cons¬ 
tante cuando se sigue un elemento de matéria en su movimiento. Cuando el 
valor de la entropia es el mismo para todos los elementos dei fluido, se dice 
que el flujo es isentrópico. 

En el primer caso (aerodinâmica), las ecuaciones dei movimiento se re- 
ducen a las cinco ecuaciones (2.2,3-5). Las incógnitas son F, p y p; s es 
una función conocida de p y p. 

0F F2 1 

37 -f rot F X F + grad 3 - + - gradp = F 
o» z p 


|^ + divO>K) = 0 
+ F • grad j = 0 


(2.2.3-5) 


En el segundo caso (magnetodinámica de los fluidos), las ecuaciones dei 
movimiento se reducen a las (2.2.3-6). Las incógnitas son H,V,py p. Anu¬ 
lando el campo magnético se vuelve al caso de la aerodinâmica. 

0F I 

+ rot F X V+ grad y + - grad p 


-■F + 


rot H X pH 

Airp 


+ div 0>F) = 0 


(2.2.3-6) 


dt 

0J 

4- F- grad í = 0 
rot(F X H) = 0 

2.2.4. Ecuaciones en coordenadas curvilíneas. — Para las aplicaciones 
es importante saber escribir las ecuaciones dei movimiento de un fluido en 
coordenadas curvilíneas ortogonales cualesquiera. A este fin se escriben las 
ecuaciones en forma vectorial; como en éstas intervienen gradientes, diver¬ 
gências y rotacionales, el problema equivale a expresar estas magnitudes en 
función de nuevas variables independientes. 

Estando referido el espacio a tres ejes de coordenadas rectangulares 
Oxyz, consideremos un sistema triplemente ortogonal de superfícies 

Ax,y,z) = ai , Mx,y,z) = «2 , fz{x,y,z) = «s (2.2.4-1) 
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El gradiente de una función escalar U verifica la relación 


De donde se dcduce 


áU = grad ü • dM, 


.. , ,, dU 

grad U = nhi 7 ^- r * 2/^2 ^-r W3 5 — 

oai oa 2 das 


(2.2.4-3) 


La divergência de un vector 

V = Í\Vl “h l2t^2 H“ í3l?3 

se calcula por la fórmula (2.2.4-4), en la cual 3) designa un dominio limi¬ 
tado por una superfície regular S y n él vector unitário cuyo soporte es la 
normal exterior a S. Tomando para 3) un pequeno paralelepípedo rectan¬ 
gular MM 1 M 2 M 3 NN 1 N 2 N 3 de aristas dsi, dss, ds 2 cuyas direcciones coinci- 
den respectivamente con las d‘e los vectores íi, 12 y *3 dei punto M, se obtiene 
la fórmula (2.2.4-5). .. 

III div dr = II K • n da (2.2,4-4) 

0) ^ 

doci dQí2 das 

div K dr = div V 


/// 


A 1 / 12 A 3 


ÍD 


p - WA {j <2.2.«) 

El rotacional de un vector V se calcula por la fórmula (2.2.4-6), en la 
cual S designa una porción de superficie regular limitada por una curva 
cerrada T; Vt designa la componente dei vector V según la tangente a r. 
Tomando como T el rectángulo elemental MMiA/ 3 M 2 , se obtiene la relación 
(2.2.4-7). _ . 

rotF.nda= Vtás 


(2.2.4-6) 


dai da2 

TOtV • n da = rot V • 13 -;— 

hl h 2 


J“ I ií 0 - i (S)) 
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2.2.5. Sistemas particulares de coordenadas. — Las fórmulas (2.2.4-3), 
(2.2.4-5) y (2.2.4-7) permiten escribir las ecuaciones dei movimiento (ecua- 
ciones vectoriales) en cualquier sistema de coordenadas curvilíneas ortogo- 
nales. Vamos a expresar explícitamente los resultados para las ecuaciones 
(2.2.3-5) en tres casos particulares; las fuerzas exteriores pF se suponen 
despreciables. 


l."" Coordenadas cartesianas. — Elegimos un sistema de coordenadas 
cartesianas rectangulares x, y, z. Las componentes dei vector V sobre los 
ejes Oxyz se designan por w, v, w. Las ecuaciones dei movimiento son las 
siguientes: 


du 



Su 



du 

+ 

3u 

+ 

1 dp 

+ 

u 

_ 

+ 

V 

— 

w — 

— — 

di 

Sx 

^y 

dz 

p dx 

dv 



dv 



dv 

+ 

dv 

+ 

1 dp 


+ 

u 


+ 

V 

— 

w — 

— — 

di 

3jc 

dy 

3z 

P dy 

dw 



3w 



dw 

+ 

3iv 

+ 

1 dp 


+ 

u 

_ 

+ 

V 

— 


_ - 

07 


3x 

dy 

3z 

p dz 




Sp 

+ 

d(pu) 

+ 

d(pv) 

+ 

d(pw) 




dt 

dx 

dy 

dz 

ds 



ds 



ds 

+ 

ds 


0 

0í 

+ 

u 

dx 

+ 

V 

dy 




(2.2.5-1) 


2.° Coordenadas esféricas. — Efectuamos el cambio de variables 

jc = rsen0 costp , 0 ^ <p < 27r, 
y = r senfl sen?) , 0 ^ ^ tt, 

z — r COS0. 

Con las notaciones de la sección 2.2.4, se tiene 


ai = r , oí 2 = 0 y as = 9 * 

luego I I 

hl = I , h2 = - y hs = -- 

r r senu 

Designando por u, v, w las componentes dei vector V sobre los ejes 
*3 asociados a las coordenadas esféricas. Las ecuaciones dei movi¬ 
miento son las siguientes, ecuaciones (2.2.5-2): 

0M du V 3u W ^ , i ^ ^ 0 

0í ^ 0r r 30 rsen0 d<p p Sr r 

0y 0 í; V Sv ^ I _ Q 

0/ 0r r 30 rsen0 dtp pr 30 .. r 
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0w dw V dw w dw 1 

- J- II - -L _ - -U - - 4- - 

dí dr r r seii0 0<p prstnO d<p 


dp uw + vw cotO 
+ - = 0 


0p 0 0 0 

r2 senÔ ^ pwsenff) + — {rpvstnff) + — (rpw) = 0 

0 í 0r ou oq> 

_L — 4- H ^ 4- ^ ^ = 0 

0 / ^ dr r dd r sen0 d<p 

3.° Coordenadas cilíndricas. — Efectuamos para terminar el cambio de 
variables 


X = X 
(XI = X 

hl = 1 


y = r COS <p 
«2 = r , 

A2 = 1 . 


z = rsenç), 
«3 = 

*3 = -• 

r 


Designando por u, v, w las componentes dei vector V sobre los ejes 
*i> * 2 ) *3 asociados a las coordenadas cilíndricas, las ecuaciones dei movi- 
miento se escriben en la forma siguiente: 

du 0u , du w du í dp i 

0 í 0x ^ dr r dq> p dx 


dv 


dv 


dv 


w dv 1 8p 




(2.2.5-3) 


- + -—I- Z -^-“ã-® 

dt dx dr r d<p p dr r 
dw dw 9w w dw I dp vw 

dt dx dr r d<p pr d<p r 

r ^ (pw^) = 0 

0 í dx 0r d(p 

ds , ds ^ ds . w ds . 

57 +“51 + '’ Fr + 76? = " 

§ 2.3. Ecuaciones de los fenómenos de choque 

2.3.1. Fórmulas preliminares. — Para establecer las ecuaciones de los 
fenómenos de choque partimos de las ecuaciones 
dei movimiento (1.1.4-1) y (2.1.4-2). En estas 
ecuaciones aparecen derivadas con respecto al 
tiempo de las integrales de volumen. Vamos a 
calcular estas derivadas en el caso en que la fun- 
ción que se integra es discontinua sobre una su¬ 
perfície (S). La superfície (2) varia en el curso 
dei tiempo; designamos por dn la distancia nor¬ 
mal a (S) que separa las posiciones ocupadas en los instantes infínitamente 
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próximos í y í + dí; la cantidad U, tal que dn = U át, se llama velocidad de 
desplazamiento de la superfície (S). 

Consideramos siempre el volumen (v) constituido por los mismos ele¬ 
mentos de matéria que no se mezclan, La superfície (5) divide al volumen 
(v) en dos volúmenes (i^i) y(v 2 ) limitados por las porciones (Si) y (S 2 ) 
de la superfície (S) (fíg. 2,3.1-a). Consideremos la derivada 



(V) 


la función escalar <p tiene por valor en el volumen (ííi): región (1), y 
(p 2 en el volumen (i’ 2 ): región (2). En (S), la función <p es discontinua de 
modo que se tiene <p 2 ^ 9i* La velocidad de desplazamiento U se cuenta 
positivamente cuando la superfície (X) se desplaza de la región (2) hacia la 
región (1). El volumen barrido por el área da de {%) durante el tiempo át 
es U dt d<T; la variación de la integral 

fjjv dr 

debida al desplazamiento correspondiente dei área dtr es 

{<P2 — (pi) U dt d(T. 


Se tiene pues la fórmula (2.3.1-1), análoga a la primera de las fórmulas 
(1.1.1-9), con las mismas notaciones. 


d 

df 


jjj 


9 



limite 


+ 



/jfe 


— fpi) U da + 



y ds 


(2.3.1-1) 


( 2 ?) 


Vnú — 9l(U — Vni) } da 

(2.3.1-2) 


La derivada idf/dt) se supone acotada. Estando fijado el tiempo, la su¬ 
perfície (S) es inmóvil; hacemos tender hacia (S) las dos porciones (Si) y 
(S 2 ) de la superfície (S) de manera que las posiciones limites de las norma- 
les a (Si) y a (S 2 ) coincidan con las normales a (S). En el limite, se obtiene 
la fórmula (2.3.1-2); V„=V-n representa la velocidad dei fluido normal 
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a la superfície (S). siendo n el vector unitário normal a (S) orientado hacià 
la región (1). La cantidad U—V„ se llama velocidad de propagación de la 
superfície (S), velocidad con respecto al fluido. 

Cuando la función escalar f es sustituida por una función vectorial A, 
se obtienen las fórmulas (2.3.1-3) y (2.3.1-4) 


yíj--ííí¥**/n“'’ 

(V) (»l) 

4- (y^a — Al) U d<j J J (A,y) ' ^ dj (2.3.1-3) 


limite r f í ^ dT s r f - (A,V) • n] da (2.3.1-4) 

(5)->(í:) dt J J J J J 

(t?) (j:) 

[AU — {,A,V) ■ n] = { AzU — iAzyVz) • n} — { AiU — (/4i.Fi) • n }. 


Cuando el volumen (u) es fijo, como ocurre en el caso de la ecuacion 
(2.1.4-2), basta anular la velocidad V en las fórmulas precedentes. 


2 3 2 Caso de la aerodinâmica clásica. — El caso de la aerodinâmica 
clásica es el de un fluido perfecto en el cual los fenómenos de conduccion 
térmica y de conductividad eléctrica pueden despreciarse (A = <7=0). 

La densidad de corriente J es nula. De las ecuaciones dei electromagne- 
tismo (2.1.4-1) y (2.1.4-2) se deducen, en la forma (2.3.2-1), las relaciones 
de discontinuidad que verifica el campo electromagnético a través de una 
onda de choque (S). 


n X Hz = n X Hl 
liHzU — n X Ez = it-HiU — n X Ei 



Multiplicando vectorialmente a la izquierda la segunda ecuación por n, 
se deduce, teniendo en cuenta la primera, la continuidad dei vector 


n X (n X E) = n (E • n) — E, 


es decir dei campo eléctrico tangencial. Una segunda multiplicación vecto¬ 
rial por n permite establecer la continuidad dei vector nXE, y por consi- 
guiente la dei campo magnético H. ^ _^ 

Las ecuaciones integrales dei movimiento, con /=0 y se escrn 

ben en la forma (2.3.2-2). Como las fuerzas exteriores pF se suponen 
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acotadas, se deducen las relaciones de discontinuidad (2.3.2-3), llamadas 
ecuaciones dei choque: 

(t^) 

âííí 

iv) 


(») (») 
p dr = 0 


con: 


(e) (®) 

A=pc+ ipK2, 


(S) 

£ = €(p, p) 


P2 


ViiYm — U) + np2 = pi Fi(F«i — U) + n pi 
P2(K„2 -U) = pi(K«i - CO 


+ P2 C 2 ) (^'»2 - CO + P2K«* 

= "1) - 


ÍT) + p\Vnx* 


(2.3.2-2) 


(2.3.2-3) 


Hemos puesto Vn=V -n, e introducimos la velocidad tangencial 

t) = II X (F X n). 

La primera de las ecuaciones (2.3.2-3) se descompone en las dos siguientes: 

p2Fn2(Fn2 — ^ + P2 = PlFniCFni U) + Pl j (2.3.2-4) 
©2 = »i- í 


Las ecuaciones (2.3.2-3) dan los valores Fg, p 2 y f )2 en función de las 
magnitudes F-i, pi, pi y [/, es decir el estado dei fluido después dei choque 
en función dei estado dei fluido antes dei choque y de la velocidad de des- 
plazamiento de la onda de choque. Para poder expresar explícitamente los 
resultados, conviene precisar la función e{p, p). A este fin, consideremos el 
caso de los gases politrópicos que corresponde a 


22 - Mecânica General 


C - CyT , 

p = RpT , 


Cv = constante 
R = constante 
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Para resolver las ecuaciones (2.3.2-3) en V 2 , P 2 y P 2 > conviene introducir 
la función 


c 



con 



y Poner ^ ^ v„, 

c 


Se demuestra que la función c representa la velocidad de propagación dei 
sonido. El parâmetro adimensional que representa el cociente de la ve¬ 
locidad de propagación U-V„ de la onda de choque antes dei choque por 
la función c, se llama número de Mach antes dei choque. Las ecuaciones 
dei choque se resuelven en la forma siguiente: 


Ti 


^ni Png 
Cl 

Pl 

Pl 

P2 


Í.Mo - 

y + 1 I JL/ 

li 9 y — 1 


^ _L + y ~ ^ 

y + 1 JC 2 y + 1 


> (2.3.2-5) 

I 


jfj. _ y — ^ 
y + 1 y + 




La variación de la entropia específica a través de la onda de choque no 
puede ser más que positiva o nula en virtud dei segundo principio de la 
termodinâmica; como Ia entropia específica es una función creciente dei pro- 
dueto pp~f, esta condición se traduce en la desigualdad (2.3.2-7). Para los 
valores superiores a Ia unidad de la constante adiabâtica y, el primer miem- 
bro es una función creciente de La desigualdad (2,3.2-7) se resuelve, 
pues, en Ia forma '7/í®> 1. 


— -—-] (——L + y ~ 

'y + 1 y + 1/ ly + 1 y + 1/ 


> 1 . 


(2.3.2-7) 


La velocidad de propagación dei choque es, por tanto, siempre superior 
a la función c; se deduce de ello en particular 


P2 > Pl , T 2 > Ti , p2 > Pl, 


lo que significa que un choque va siempre acompanado de una compresión, 
de una elevación de temperatura y de un aumento de masa específica. Para 
valores infinitamente pequenos dei número se obtiene la relación 
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(2.3.2-8), la cual expresa que la variación de entropia puede despreciarse 
en los choques poco intensos. 


S 2 — Si 
Cv 


2 y(y — 1) 

3 (y + 1)2 


(X2 — 1)3 + ... 


(2.3.2-8) 


2.3.3. Caso de la magnetodinámica de los fluidos. — El caso de la mag- 
netodinámica de los fluidos es el de un fluido perfecto en el cual los fenó¬ 
menos de conductividad térmica y de resistividad eléctrica pueden despre¬ 
ciarse (A, = tr~l = 0). 

La densidad de corriente / es un vector indeterminado; se supone aco- 
tada, salvo posiblemente en la onda de choque. La ecuación (2.1.4-1), ley 
de Ampere, ya no es válida, pero puede ser susÈituida por la relación 

jE -J- X — 0 . 

La ecuación (2.1.4-2), ley de Faraday, conduce a la relación (2.3.3-1), de la 
cual se deduce la relación (2.3.3-2) por eliminación dei campo eléctrico 

liH2U — n X E2 = fiHiU — n X El (2.3.3-1) 

H2U -f Ji X (f '2 X H2) = HiU + n X {Vi X Hl) \ 

(Vn2- U)H 2 - Hn2 V2 ={Vni-U) Hl- H^i Vi ) 

Se ha puesto Hn=H-n; introduciendo el campo magnético tangencial 
h = n X {H X ti), 

se obtiene, por proyección sobre la normal y sobre el plano tangente a la 
onda de choque 


U {Hn, — Hnd = 0 

{Vn2 — U)h2 — HnV2 = (Vni — U) hi — HnVi. 


La primera relación indica que, en los choques no estacionários ([/ 0), 

el campo magnético normal es continuo; por continuidad, se admite que 
ocurre lo mismo en los choques estacionários (f/=0). Se deduce de estas 
relaciones que la Hi=0 implica H 2 = 0, lo que significa que una onda de 
choque no puede originar un campo magnético. 

La indeterminación de la densidad de corriente no permite obtener las 
otras condiciones de choque sin hipótesis suplementarias. Estas hipótesis 
conciernen al cálculo de los términos 

JJJ (/ X fiH)dr y JJJ (J X iiH)- Vdr 
(») (») 
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que aparecen en la ecuación de la dinâmica y en la ecuación de conserva- 
ción de la energia. En toda región en que el campo magnético es continua¬ 
mente derivable, se tiene la relación 


Tot H — AttJ\ 


se tienen también las identidades siguientes, en las cuales las diversas inte- 
grales están extendidas, sea a un volumen (v), sea a su frontera (s): 

/// rot ^ X IT dr + J6 ' A (b 


JJJ " 


X H)- V dr + 


{V) 


con 


íííi 

(V) 


(«) 


rot {V X H)- H 


( 2 . 3 . 3 - 3 ) 


+ div I dr s j'J(je • ji) ■ V ás 


(») 

X, = {H,B) - - U. 


Consideramos el caso div H = 0. Como la conductividad eléctrica es 
infinita, se tiene además 

luego rot (F X H) = SH/Bt, 

JJJ j rot (F X H) ■ H + di\ v\ \ ár 

(e) 


Las transformaciones e identidades precedentes permiten escribir las 
ecuaciones (2.1.2-7), (2.1.3-1) y (2.1.3-5) en la forma siguiente: 


d 

dí 

d 

dr 


JIJpKdr -JJJpfdr-JJndd 

{V) It?) (s) 

/// 

(V) 


p dr — 0 


(2.3.3-4) 
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con: 


n 


= np + n 


Stt 


pHn H 
Att 


Las ecuaciones (2.3.3-4), establecidas en la hipótesis de un campo mag¬ 
nético continuamente derivable, no contienen ya las derivadas dei campo 
magnético. Se admite entonces que son también válidas para los campos 
magnéticos discontinuos; esta hipótesis suplementaria puede considerarse 
como la ley de los choques magnetodinámicos. 

De las ecuaciones (2.3.3-4) se deduce que, a través de una onda de cho¬ 
que, permanecen continuas las magnitudes siguientes: 

{Vn ~U) pV + n 

(Vn — ü)p 

(K„ - U) \^p - + pc + —j + n 

Como en el caso de la aerodinâmica, las ecuaciones dei choque permiten 
determinar los valores después dei choque, en la onda de choque, de las 
magnitudes H, F, p y p en función de los valores antes dei choque de estas 
mismas magnitudes y de la velocidad de desplazamiento U de la onda de 
choque. 

Por ejemplo, se establece que el plano formado por los vectores Hi y 
^2 es normal a la onda de choque. 


( 2 . 3 . 3 - 5 ) 
» F 


EJERCICIOS 


1. Se Uama gas perfecto un fluido que admite como ecuación de estado la relación 


p ~ RqT , R = constante. 

Demostrar que, en un gas perfecto, la energia específica interna no depende más 
que de la temperatura absoluta. 

{Solución: De la relación pr = PT, se deduce la ecuación 




= 0 , 


cuya solución general es 


€ = h(rH) 
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designando h una función arbitraria. Se deduce 

p=— HhXrH) , r = — L zHh\xH), 

lo que demuestra que se tiene e = z{T). } 

2. Se llama gas politrópíco un gas perfecto en el que la energia interna especiiica 
es proporcional a la temperatura absoluta. 

B = c^T , Ctj = constante. 

Expresar la entropia específica de un gas politrópíco en función de las varia' 
bles p y p. 

Solución: De la relación g = CyT, se deduce 

dr ís —/(t) 

Cv -ir- = T, o sea J = exp (- 

VS \ Cv 

P =/'(T)exp 


Si además el gas es perfecto: pr = RT, se tiene 


de donde 


At) - RIt, 

s — SQ =Cplogpp“^, con y = — + 1 I 

Ctf j 


3. Demostrar que, en el caso de magnetodinámica de los fluidos, las magnitudes 
siguientes permanecen continuas a través de una onda de choque: 


e(K„-í/)v- 


f^Hnh 


471 

(K„ — C/)A — /fn» 


4. Demostrar que, en el caso de la magnetodinámica de los fluidos, si el campo 
eléctrico antes dei choque es paralelo a la onda de choque, ocurre lo mismo 
con el campo eléctrico después dei choque. 

^ Solución: De las ecuaciones (2.3.3-5) se deduce la continuidad a través de 
la onda de choque de la cantidad siguiente: 



e(Vn~u)^ 
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5. Resolver las ecuaciones de los choques relativos en el caso de la magnetodinámica 
de los fluidos para una onda de choque que se desplazase con una velocidad U 
tal que 

4n 

6. Demostrar que, en el caso de un gas politrópico para el cual se tuviese y = 2, 
y de un campo magnético paralelo a la onda de choque. Ias ecuaciones de los 
choques relativas al caso de la magnetodinámica de los fluidos se reducen a las 
relativas al caso de la aerodinâmica, mediante un cambio de variables que se 
precisará. 
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PROBLEMA N ° 1 


Teoria de Ias auroras polares 


El objeto dei problema es el estúdio dei movimiento de un electrón bajo 
la acción dei campo magnético terrestre. El espacio estará referido a un 
triedro trirrectángulo absoluto Oxyz; el tiempo se designará por El elec¬ 
trón se asimila a un punto material M, de masa m, designándose sus coor¬ 
denadas por X, y, z, El campo magnético terrestre es un vector H, igual al 
gradiente de la función U{x, y, z) definida por la fórmula: 

U = r = \/x^ + >^2 + 22 (1) 

k designa una constante positiva. La acción dei campo magnético sobre el 
electrón está representada por un vector fuerza F, de origen M, y definido 
por la fórmula: 

F = e(D X H) (2) 

donde e designa una constante positiva y r la velocidad dei electrón referi¬ 
da a los ejes Oxyz, 

1. Establecimiento de las ecuaciones dei problema, 

a) Escribir las ecuaciones diferenciales dei movimiento. 

b) Formar la integral primera que traduce el teorema de la energia ci¬ 
nética. Demostrar que lã magnitud v de la velocidad permanece constante 
en el curso dei movimiento. 

c) Se introducen las nuevas funciones incógnitas R y <p tales que 

X = R COS (p , y = R sen ^ 


y la nueva variable 



m 

Escribir el sistema de tres ecuaciones diferenciales verificadas por las 
funciones Ris), <pis), zis). 
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d) Demostrar que el sistema precedente admite las dos integrales pri- 
meras siguientes: 






( 3 ) 

( 4 ) 


donde y designa una constante arbitraria. 


2. Estúdio de las trayectorias situadas en el plano xOy. 

a) Demostrar que toda circunferência situada en el plano z=0, cuyo 
centro es el origen y de radio arbitrário R = a qs una trayectoria particular. 
lEs estable esta trayectoria? 

b) Demostrar que toda hipérbola equilátera situada en el plano z=0, 
cuyo centro es el origen y de semieje real arbitrário b es una trayectoria 
particular. 

c) En el caso general, discutir, según el valor de y, la forma de las 
trayectorias situadas en el plano xOy. 

3, Estúdio de las trayectorias que pasan por el origen. 

a) Determinar las líneas de fuerza dei campo magnético, es decir, las 
curvas tangentes en cada punto al vector H, Demostrar que en estas curvas 

se tiene, ^ ^ ^ ^ _ constante 

b) Se designa por a una constante que tiene las dimensiones de la in¬ 
versa de un volumen y por a la longitud definida por la condición a^a=l. 
Se desarrollan las funciones r(s), z(s) y y>(s) en series de potências crecien- 
tes de ocs en la forma siguiente: 

r = a { (xy + a2(x^s^ + ... + UnOL^s^ + — } ) 

z = a { £xy + b 20 c^s^ + + bnoc^s'^ + ..* } ( (5) 

<p = 4’ *»* / 

Demostrar que las funciones definidas por estas series pueden represen¬ 
tar una trayectoria y calcular, cuando esto ocurre, el valor de los coeficien¬ 
tes íz„, bn y Crt, en función de ^ 2 , para n=2 y n=3. 

c) Demostrar que en toda trayectoria definida por las fórmulas (5) la 

expresión ^3 

z2 — f2 — 16^2 — 

a 

es un infinitésimo al mismo tiempo que as, equivalente a Calcular 

n y A. 
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SOLUCIÓN 

a) Las componentes dei campo magnético H sobre los ejes Oxyz se 
obtienen tomando las derivadas parciales de la función Í7(x, y, z). 


lí. -/ti? 




Hz 


— k 


3z2 — r2 


La ecuación fundamental de la dinâmica se proyecta sobre los ejes Oxyz 
según las tres ecuaciones diferenciales siguientes 


r53c = — — { (3z2 — r^)y — 3>'zi } 

m 

r^y = — — { 3jczí — (3z2 — r2)x } 
m 

r^z = — — { 3>^zx — 3xzy } 
m 


( 6 ) 


b) Como la fuerza F es perpendicular a la velocidad, no proporciona 
ningún trabajo; el teorema de la energia cinética se escribe, pues, 

^ mv^ = constante. o sea v = constante. 

c) Si se efectúa el cambio de variables dependientes x = R cos <p, 
y = R sen las ecuaciones (6) toman la forma siguiente: 

Irp **2 _ 


m 


át 




te d / ^ I 


m át 

ke3zR^ . 
9 


( 6 ') 


m 


El cambio de variable independiente 


ke 

j = — / 

m 


conduce entonces a las ecuaciones diferenciales siguientes: 


d^R 

— R 

/d<p\2 

dç2 

1 dí / 


-í 



ás \ 

ás 1 



á^z 



á^ 


r2 — 3z2 ácp 
^ ás 


^ í R^ 
ás 
3zR^ ácp 
ds 


( 7 ) 


r 
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d) El teorema de la energia cinética, escrito en la forma 

=v^ = constante. 


se traduce en la ecuación (3). La segunda de las ecuaciones (7) se integra 
en la forma (4): 


^d/{ 






( 3 ) 

( 4 ) 


El ângulo 0 que forma con el plano MOz la tangente a la trayectoria 
dei punto M está dado por la relación siguiente 


sen 


g _ — seny dx + cosy d>^ = ^ 

Vdxz + dy^ + dz2 ^ 


Fic. 1. — Región Qr. 



\lmv/ke4,X^0 



Fig. 2. — Superfície O. 


De la integral primera (4) se deduce entonces que las trayectorias no pueden 
ser reales más que en las regiones Qy dei espacio para las euales se verifican 
las desigualdades siguientes: 


mv ly R mv 
ke" r'^ 7^^ 


( 8 ) 


Las regiones Qy, que admiten la simetria de revolución alrededor de Oz, no 
constituyen un dominio continuo dei origen al infinito más que para los va¬ 
lores de y, tales que _ 
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Cuando y varia entre estos limites, la región barre el espacio exterior 
en la superfície Q (i), de ecuación: 



Fig. 3. — Limite de las auroras boreales. 


La intersección de la superfície Q y de la tierra (r=ro) determina el li¬ 
mite de las regiones en Ias cuales una partícula electrízada que procede dei 
infínito puede encontrar a la tierra, Estas regiones son dos casquetes esfé¬ 
ricos de eje Oz y de semiángulo en el centro 0; se tiene 


2 sen 5 = A2 + ^8A + A^ 

con 



(*) Eemitimos al lectoi* a la obra de Stormer, The polar aurora^ para el estiidio deta- 
llado de laa regiones y de la superfície Q. 
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Comoseüene: 

t-8,06-IO» CGS 

el angulo 6 es una función dei producto mv/e, cuyos valores son los si- 
guientes 


mv 

e 

102 

103 

1(H 

105 

10« 

8 

2«>11' 

3053' 

6<>55' 

12022' 

2203O' 


Las auroras polares son debidas a la acumulación de partículas electri- 
zadas en movimiento en el espacio interestelar. La fórmula (9) determina 
así el limite de las regiones de la tierra en las cuales pueden observarse 
estas auroras. Los limites correspondientes a las auroras boreales están in¬ 
dicados en la figura 3, extraída dei libro de Stormer. 


2° 


La existência de trayectorias situadas en el plano ecuatorial xOy es con- 
secuencia de que las ecuaciones dei movimiento admiten soluciones en las 
que la cota z es nula. Para estas trayectorias, las ecuaciones diferenciales 
(6') se escriben en la forma siguiente: 


.. , ke 

^ mvR^ 

R}p + 2kf=~^ 

^ ^ mv F? 


( 10 ) 


Las ecuaciones (3) y (4) proporcionan dos integrales primeras. La eli- 
minación de ds entre estas dos integrales primeras conduce a la ecuación 
diferencial de las trayectorias: 

^ (2yR+l)dR 

d<p = ± 




— (11) 


a) Para todo a positivo, las ecuaciones (10) admiten la solución 
R=^a 


ke 1 

^ m 


que representa una trayectoria circular cuyo centro es el origen. Para estu- 
diar la estabilidad de estas trayectorias, ponemos 


a + Riit) 




Z = ri(.í) 
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Las ecuaciones diferenciales (6') se linealizan en la forma siguiente: 

— icú^Ri — = 0 

(x}Ri 4 “ — 0 

zi + 3ío^zi ^ 0 


con 


ke 1 


m 


La ecuación característica dei sistema linealizado así obtenido es 


^(^2 — 3 a> 2)(52 3 a> 2 ) = 0 . 

de donde se deduce que las trayectorias circulares de centro en el origen son 
inestables. 


b) Para y = 0, la ecuación diferencial (11) se escribe 

± dR 


dçj = 


el cambio de variable 


da 


“=y(¥^ 


1 


2 d<p = ± 


di^ 


1 + 

Las trayectorias son entonces hipérbolas equiláteras de ecuación 

ke 


jR2 COS 2(9 — 90) = 


mv 


La ecuación horaria dei movimiento se deduce después a partir de la 
integral primera (4): 

ke 1 
^ m R? 

c) La forma de las trayectorias situadas en el plano ecuatorial xOy 
depende de que las raíces de los trinomios sean reales o no y de sus signos. 


||£/?2 + 2yi?+l 


23 - Mecânica General 







354 


PROBLEMAS 


Las raíces Ri y R 2 dei primer trinomio son siempre reales y de signos 
contrários. Las raíces R^ y /?4 dei segundo trinomio son imaginarias para 
y^<mv/k e; son a mbas positivas para y< — ^mvjke y ambas negativas 
para y>^mvjke, La cantidad subradical de la ecuación (11) tiene, pues, 
una o tres raíces positivas según que y sea mayor o menor que — V / ke. 
Las raíces reales verifican las desigualdades siguientes; 


Ri < 0 < R2 < R3 < Ri 

1 mv 


Ri < 0 < R2 

/ mv 




Fig. 4. — Trayectorias situadas en el plano ecuatoríal. 


En el primer caso, R varia en uno de los intervalos {R 2 , Rs), {R 4 ,, «»); 
en el segundo caso, R varia en el intervalo ÍR 2 , 

La derivada se anula para R= — Ifly. 


Para 



R2 < 


Para 



se tiene 



i?3. 


se tiene 


1 
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De estas consideraciones se deduce la forma de las trayectorias. E stas tra - 
yectorias están representadas en la figura 4. En el caso limite y = — V rmjke, 
las trayectorias son asintóticas a la circunferência 


R = 



3.° 

d) Las líneas de fuerza dei campo magnético admiten la simetria de 
revolución alrededor de Oz. Se puede pues determinar para comenzar las 
que están situadas en el plano y=0, y que están determinadas por la ecua- 
ción diferencial 


djc _ dz 
3xz ” 3z2 — 

El cambio de variables x—r cos xj/, z = r sen ip, conduce a la ecuación 


y = — 2 tg >pd>p. 


de donde 


r = 


cos2 tfj 

~T~ 


P = constante. 


Volviendo a las variables r, z y ^ se obtienen las ecuaciones de las li- 
neas de fuerza en la forma siguiente 


z2 — r2 + j82r3 = 0 

<p — constante. 

b) Para comprobar que las fórmulas (5) pueden representar las ecua¬ 
ciones paramétricas de una trayectoria, es suficiente introducir estas fórmu¬ 
las en las ecuaciones diferenciales (7) e identificar según las potências cre- 
cientes de s. Asi se obtiene 

r = a { £xy + a2ofis^ — 8022^3^3 _|_ ^ y 
z = a { íxs + 9a20í2j2 — 24a2^oL^s^ + ... } 

— ^ ^ + ... 



9 = 
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c) Si se efectúan los desarrollos precedentes hasta los términos en 
se obtiehi^ por eliminación dei producto as 



de lo que se deduce 



( 13 ) 


a 


El resultado demuestra que las trayectorias que pasan por el origen tienen 
en este punto un contacto de orden elevado con las líneas de fuerza. De 
manera más precisa, la meridiana de la superfície engendrada por la rota- 
ción de estas trayectorias alrededor de Oz tiene un contacto de orden siete 
con las líneas de fuerza. 







PROBLEMA N ° 2 


Movimíento de un punto sobre un cono en rotación 


Un cono de revolución de vértice S y semiángulo en el vértice a, gira 
alrededor de su eje de revolución A con velocidad angular constante w. Un 
punto M, no pesado, de masa m es móvil sin rozamiento sobre el cono; su 
posición se determina por la distancia SM=r y por el ângulo (p que forma 
el plano AM con un plano AMq que pasa por un punto Mo fijo con res- 
pecto al cono. El tiempo se designa por t. Se llama Mx la dirección SM, 
My una dirección tangente al cono y perpendicular a Mx, Mz la dirección 
que forma, con Mx y My, un triedro trirrectángulo directo. 

1. ° Calcular las componentes sobre los ejes móviles Mx, My, Mz de la 
veloeidad F y de la aceleración F dei punto M. Se observará que la velo¬ 
cidad angular dei plano AM es (ú + d<p/dt. 

2. ® El punto M está sometido a una fuerza 

J = — 2 km O) sen a v, 

donde k designa una constante positiva y r la velocidad dei punto M con 
respecto al cono. Escribir las ecuaciones diferenciales (£) dei movimiento. 

3. ° Se toman las nuevas funeiones incógnitas x e y y la nueva varia- 
ble independiente t definidas por las relaciones (1) y (2), y se pone 
z=x+iy. 

dtp 1 dr 

wx = (x) d -, oí sena y = - (í) 

át r dt 

T = (jjí sen ot (2) 

Demostrar que la integración de las ecuaciones diferenciales (E) se re- 
duce a la de la ecuación diferencial única (F), en la cual zi y Z 2 designan 
dos constantes complejas que se calcularán en función de k: 

dz 

— = 1 (z —Zi) (z —Z 2 ) 

dr ' ^ 

4. ° Integrar la ecuación diferencial (F) y deducir de ello la solución 
de las ecuaciones diferenciales (F). 

5° Caleular la reacción N dei cono en el punto M. - 
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6 .® Se supone que la velocidad angular w aumenta indefinidamente. 
Demostrar que el cociente de la magnitud de la fuerza T por la magnitud 
de la reacción N tiene por limite una constante igual al producto de tg a 
por una función dei parâmetro k. 

(Licenciatura, Marsella.) 


SOLUCIÓN 

1° El triedro Mxyz está animado de una rotación Q de magnitud w + ^ 
cuyo soporte es el eje Á dei cono. Las componentes sobre los ejes móviles 
Mxyz de la velocidad V dei punto M y de la rotación son las siguientes: 

[ r / — (cü 'f çj) cosoí 

V I r sen a (o» + 9) Si í 0 

(0 ( + 9 ^) ^<^0 

La aceleración T se calcula derivando el vector V con respecto a los 
ejes móviles Mxyz y sumando la velocidad de arrastre SixF dei vector V. 

T = (^) + X F 

Xdt /Mxyz 

Por proyección se deducen de ello las com 
ponentes de la aceleración sobre los ejes mó 
viles 

Í r — rsen^a (a> + <p)^ 
rsena <p + 2r sen a (oj + 

— r sen a cosa (co + 9)2 

2 .° Sobre los ejes móviles Mxyz, la velo 
cidad V se proyecta según r, r sen a <p, 0. La re 
acción dei cono sobre el punto es normal a 
cono; si designamos por N su valor algebraico 

medido sobre Mz, las ecuaciones que determinan el movimiento y la reacción 
son las siguientes: 

r — r sen^a (co + <p )2 = — Ikcú sen a f \ 

rç) + 2 r(cü + <p) = — 2koi sen a rcp > (£) 

— mr sen a cosa (co + <p)2 = N ) 

3° Cuando se introducen las nuevas funciones incógnitas a: e y y la 


S 



u; 
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nueva variable independiente t definida en el enunciado, las ecuaciones dei 
movimiento toman la forma sencilla siguiente: 


o sea 


dx 

- 1 " 2kx + 2xy = 2ky 

ÚT 

^ Iky + = 0, 

dr 


— = i (z — Zl) (z — Z2) 
dr 


Í.F) 


habiendo puesto z—x+iy. El trinomio z^+2ikz—2ik que figura en el se¬ 
gundo miembro de la ecuación (F) tiene dos raíces, zi y Z 2 : 


Zl = — ik + (2ik — k^)y\ 

Z2 = — ik — {m — k^fK 

Conviene que aparezcan las partes reales e imaginarias de las raíces 

. \-xi 

Zl = Xi + \yi = Xi + \k - 

xi 


o sea 


Z2 = X2 -f Í>'2 = — Xl — ifc 


1 + ;ri 

) 

^1 


XI = (V/c2 ^ — ^ 


4° La ecuación (F) es una ecuación en variables separadas; designan¬ 
do por zq el valor de z en el instante inicial í=0, se expresa la integral en 
la forma siguiente: 

Z — Zl Zo — Zl 

- = -exp [i(zi — Z 2 ) t] 

Z — Z2 Zo — Z2 


Luego se expresan x e y y se deducen de ello los valores de las funcio¬ 
nes r y y>. La función r está definida salvo una constante multiplicativa, ri; 
la función <p está definida salvo una constante aditiva, <p±. 


r 

n 


1 — Zo exp [i(zi — Z 2 )t] 


1 


Zo 


exp (yir) 


(<p — ípi) sena = {xi — 1) T — arg 


1 — Zo exp [i(zi — Z 2 ) t] 
1 — Zo ' 


con 


Zo 


zo — Zl 
zo — Z 2 


5 .” La reacción N ha sido calculada en la segunda parte; es posible ex- 
presarla en función de la posición dei punto M. 
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6.° La magnitud T de la fuerza T es 


Ikmci) sen a | v 

Como se tiene 

sen^Qí 

se obtiene 

T 2k u}{r^ + sen^a <p^'^ 

N cosa r{u> + y)* 

Para calcular el limite de la relación T/N cuando la velocidad angu¬ 
lar 0) aumenta indefinidamente, observemos que se tiene 

\{z\ — 22) = — 2 [{klxí) — «ij. 

De ello se deduce 

limite exp {i(zi — 22 ) t] = 0 

ii) -►oo 

limite — = 

ti ->00 

limite [(9? — 931) sen a — (xi — 1) t] = — arg — - - 

tt—^Qo Z2 - Z2 

La derivada con respecto a la variable t de la función exp [i(zi—Z2 )t] 
tiene un limite nulo cuando w aumenta indefimdamente. Se deduce de ello 
sucesivamente 



limite — (r 

(li ->-00 dr 

1 ' • r ^ 9 ^ 

limite sen a- (xi 

ti —►oo L dx 


= 0 


■>] 


= 0 


limite — 
W-^QO N 


2k 


tg a 


Lyi^ + (xi^ — 

Xl^ 


= 2 


tg a k^ 


1 — Xl 
xi* 


















PROBLEMA N ° 3 


Equilíbrio de un sistema formado por tres semícircunferencias 


Una placa plana (Pi), homogénea, pesada, de masa Mi, de peso Mig, 
está limitada por una semicircunferencia (Ci) de radio Ri y por un diâ¬ 
metro Dl- La placa, móvil en un plano vertical fijo (tt), está en contacto 
por el contorno circular con una recta horizontal fija Ox, sobre la cual pue- 
de rodar sin deslizar. 

Una segunda placa (P 2 ), homogénea, pesada, de masa M 2 y peso M 2 g, 
está limitada por una semicircunferencia (C 2 ) de radio R 2 y por un diâme¬ 
tro D 2 . La placa (P 2 )s móvil en el plano vertical (tt), está en contacto por 
su contorno circular con el diâmetro Di, sobre el cual puede rodar sin des¬ 
lizar. 

Una tercera placa (P3), homogénea, pesada, de masa M3 y peso Msg, 
está limitada por una semicircunferencia (C3) de radio R 3 y por un diâme¬ 
tro D3. La placa (P3), móvil en el plano vertical (tt), está en contacto por 
su contorno circular con el diâmetro D 2 , sobre el cual puede rodar sin des¬ 
lizar. 

Se supone que cuando los diâmetros Di, D 2 y D 3 son horizontales, los 
centros de las circunferências (Ci), (C2) y (C3) están en una misma vertical 
que se toma como eje Oy. La posición dei sistema está referida por los ân¬ 
gulos Oi = (Ox, Dl), 02 = (Ox, D 2 ) y 0^ = {Ox, D3). Se designan por Gi, G 2 
y G 3 los centros de inércia de cada una de las placas respectivamente. 


I 


Se considera la placa (Pi) sola. 

1. ^* Calcular las coordenadas dei centro de inércia Gi. 

2 . ° Demostrar que la posición 0i=O es de equilibrio estable. 

3. ° Calcular el período de los pequenos movimientos de la placa (Pi) 
alrededor de la posición ^i = 0 . 


II 

Se considera el sistema (S) formado por las placas (Pi) y (P 2 ) y se pone 


AíiPi Q R2 

— 


(X 


M2R2 
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1° Calcular las coordenadas dei centro de inércia G2. 

2° Demostrar que la posición $1 = 62=0 es de equilibrio estable si 
el parâmetro a es superior a un cierto limite que se calculará. 

3 .° Escribir las ecuaciones de los pequenos movimientos alrededor de 
la posición de equilibrio precedente y demostrar que esta posición de equi¬ 
librio es inestable si a es inferior al limite precedente. 

III 

Se considera el sistema (S) formado por las placas (Fi), (P2) y (Ps)- 

l .° Calcular las coordenadas dei centro de inércia G3. 

2.° Demostrar que la posición $1 = 62 = 63 = 0 corresponde a un extre¬ 
mo de la ordenada dei centro de inércia dei sistema (S). ^Cómo se deben 
elegir las masas y los rádios de las placas para que este extremo sea un 
minimo estricto? 



I 

l.° El centro de inércia Gi de la placa (Pi) está situado en el radio 
perpendicular al diâmetro Du a una distancia dei centro Ci tal que 

n!2 

C^i=: — 4- r fl/?i3seri20.dcos0i 

Ml J 377 

0 

(. 

La rodadura de la placa (Pi) sobre Ox tiene lugar sin deslizamiento, por 
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lo que la posición dei punto de contacto /i de la placa y de Ox está defi¬ 
nida por ÒIi= —RiOi. La proyección sobre los ejes de la relación 


OGi = Oh + hCi + CiGi 

= — ^1^1 + sen dl 


da 



2° El potencial V=MigyGi dei cual derivan las fuerzas exteriores es 
mínimo en la posición ^i=0, por lo que esta posición es de equilibrio 
estable. 

3.° El momento de inércia de la placa (Pi) con respecto a su 

centro de inércia Gi es 




La energia cinética la da la fórmula siguiente 


2Ti = MiixGj^ + + Miki^èi^ 



( 1 ) 


La ecuación dei movimiento, ecuación de Lagrange 



( 2 ) 


se linealiza, en la proximidad de la solución di — O, en la forma 



( 3 ) 


De ello se deduce el período d de los pequenos movimientos. 



/9 7r—16 Ri 

V 8 g 


II 


1° La rodadura de la placa (P 2 ) sobre Di tiene lugar sin deslizamien- 
to, por lo que la posición dei punto de contacto I 2 de la placa y de Di 
está definida por 


C 1/2 = — Í?2(02 — dl). 
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En ejes CiXY, tales que GX coincide con Di, el centro de inércia G 2 
tiene por coordenadas 


Xg^ = — R2ÍO2 — Oi) + sen (62 — ^i) 

COS (02-01). 


De ello se deducen sus coordenadas en los ejes Oxy 


= — -^1^1 + Xg^ cos 9 i — Yg^ sen 61 
yo^ — + Xg^ sen + Yg^ cos 61 

O sea 


Xg = — { sen 01 + (62 — ^i) cos sen 02 

yG^ = /?1 + { cos 01 — {02 — ^i) sen 0 i} — cos 02 

2 .° El centro de inércia dei sistema (S) formado por las dos placas 
(Pi) y ÍP 2 ) tiene por ordenada 

+ Mzya^ 

^ ^ AÍ1 +Af2 

Las fuerzas exteriores, que se reducen únicamente a las fuerzas de grave- 
dad, dependen dei potencial V=(Mi+M 2 )gy, que puede desarrollarse se- 
gún las potências crecientes de las variables 0 i y O 2 en la forma 

K = [Ko + V2{0u O 2 ) + Va{0u 02) + ...Jg, 

Vo = (MiRi + M 2 /? 2 )(i — + M 2 R 1 

K2 =H^{(« + 5)0 x2 -Ç 0,02 + 02=^) 

Vi =— + ^j0l4 - 37101302 + 024 j 


La posición 0^ = 02—0 es de equilibrio porque corresponde a un extre¬ 
mo dei potencial. Cuando la forma cuadrática V 2 proporcional a 




0i\ 
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es definida positiva, el extremo es un mínimo estricto y la posición de equi¬ 
líbrio es estable. Así ocurre para 

MiRi ÍZtt \ 

“ ~ M2R2 ^ t ( t ~7 

Cuando V2 es nulo, no siendo nulos 0i ni O2, se tiene 


Vi = 


— MzRz 
24 




La posición de equilíbrio 6^ = 62=Q es, pues, inestable para 

MiRi 


M2R2 


_Stt /Stt \ 


3.° La energia cinética dei sistema (S) está definida por las fórmulas 
siguientes 

2Ti = + ya^^) + j 1 _ ^ j 

2Tz = Mz{xg^ + yG^) + | ^ ~ ^ | MzRz^Ôz^ 

27’ = 2(7i + J 2 ) (mMi + M2)Ri^Ôi^ 

+ 2/Af2Í?li?2^1^2 

+ mMzRz^Ôz^ 


Las ecuaciones de los pequenos movimientos en la proximidad de la posi¬ 
ción de equilíbrio 0^ — 62 = ^ se escriben 


con 


Adi + ròz = —01 + 1- 02 

Kl Kl 

íéi + m02 = “f" ^ ^2 

Kl Jtt Kl 


<1 I í ' j_ 

'=‘-3Í + 

3 8 „ , , 4 

'"= 2 - 3Í (^ = '+5;“ 


La ecuación característica dei sistema (4) es bicuadrada 

_ /2 } + ,2 j j 2/ + ^ ^ + n,pB } 


( 5 ) 
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Esta ecuación tiene el discriminante 


á = -I- 2 hmp + c 


con: 


b=2{A+ ÍB) — ^AB 




que es siempre positivo. En efecto, si 



es negativo, es evidente, puesto que el coeficiente 


m^A — /2 = m^oc m — P 


es positivo; si 



es positivo, à no se puede anular, puesto que si se interpreta como un tri- 
nomio en mp el discriminante de este trinomio 



es entonces negativo. 

Las raíces en de la ecuación (5) son, pues, siempre reales; su suma 
es negativa; los signos de estas raíces, designadas por Si^ y § 2 ^, dependen 
entonces dei signo de su producto. Se tienen, pues, los resultados siguientes: 



En el prímer caso el oscilador lineal definido por las ecuaciones (4) es es- 
table; pero ya sabíamos que la posición de equilibrío ^i = i?g = 0 dei sistema 
(S) era estable. En el segundo caso el oscilador lineal es inestable y como 
una^ de Ias raíces de la ecuación característica es positiva, la posición de 
equilíbrio ^1 = 00 = 0 dei sistema (5) es inestable. 
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l.° Si elegimos ejes C 2 ^n tales que C2Í coincide con D 2 , tenemos 

I f G, = — R3(.ez — ^2) + ^ sen (03 - 02) 
i 

I íjCg = R 3 -COS (03 — 02) 

/ = — i?2(02 — 0i) + f Gg COS (02 — 0i) — rjG^ sen (02 — 0i) 

I Yg^ = R 2 + ÍCg sen (02 — 0i) + rjG^ COS (02 — 0l) 

(XG^= — RiOi + Xg^ COS 01 — sen 0i 
1 ^^Gg = Ri + ^Gg sen 01 + yiGg COS 0i 
en particular 

>'Gg ^Ri + R2{ COS 01 — (02 — 0i) sen 0i } 

+ ÍGg sen 02 + íyGg cos 02 
>'Gg = Ri + R 2 { cos 01 — (02 — 0i) sen 0i } 

+ { cos 02-(03 — 02) sen 02 } — cos 03 

jV 

2 ° El centro de inércia dei sistema (S) formado por las tres placas 
(El), (E2) y (P3) tiene por ordenada 


+ Mzyo^ + M^ya^ 


Ml + Mz + M 3 


Si designamos el valor de la ordenada i? en la posición 01 = 02 = 03 = 0 por 
■q*, la diferencia q — q* se desarrolla según las potências crecientes de 0i, 
02 y 03 en la forma siguiente 



con: 


MzRz Bir /3-7r \ 

M^ 2 ~Ã 1, 4 7 


MzR^ Btt /Stt 
M2R2 4 \ 4 


} g + M2 \ (M 2 + Mzy 1 R 2 

I 4 \ Ml j Ri 16 M1M2 p Ri 

los términos despreciados son de orden cuatro por lo menos. 

Cuando se tiene 0i = 02 = 03 = O, la ordenada rj es extrema. Si los coefi¬ 
cientes p y q son ambos positivos, este extremo es un mínimo estricto y la 
posición 01=02 = ^3 = 0 es de equilibrio estable. 








PROBLEMA N ° 4 


Movimiento de un giróscopo y de su cárter 


Un rotor (R) es móvil con respecto a un soporte fijo PqI su movilidad se 
obtiene por una suspensión clásica de Cardan, representada esquemáticamen¬ 
te en la figura y constituída por los dos elementos móviles Si y S 2 . 


% 



El elemento Si, dei cual no se ha representado más que una parte, puede 
girar libremente alrededor dei eje horizontal ABÍOzq) unido al soporte. Oyo 

está dirigido según la vertical 
ascendente, por lo que la po- 
sición de 5i en el instante t 
está definida por el ângulo 
(yo. yi) = ^ medido según los 
convénios habituales (fig. 1). 

El elemento ^2 puede girar 
libremente alrededor dei eje 
CD{Oxi) unido a Si. La posi- 
ción de ^2 está definida por el 
ângulo (zo, 22 ) = 0 (fig. 2). 

El rotor (R) es un cilindro 
de revolución homogéneo que 




Fig. 1. 

Plano perpendicular 
a Ozo(=Ozi). 


h 

Fig. 2. 

Plano perpendicular 


a Oxi( = Ox2)‘ 

puede girar libremente alrededor dei eje EF(Oz 2 ) unido a S 2 . 
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Con relación a ^2 la rotación dei rotor en el instante t es 

Los sistemas de referencia y S2[x2y2^2] utili¬ 

zados para definir la configuración dei sistema son ortonormales y las carac¬ 
terísticas de los diferentes elementos son las siguientes: 

51 : masa Afi, centro de inércia Gi tal que OGi= (Ai> 0 ) 

52 : masa AÍ2, centro de inércia G2 tal que OG2=X2Z2 (A2>0) 

(R): masa M, centro de inércia O. 

En el punto O, las matrices de inércia (matrices formadas por los ele¬ 
mentos de los tensores de inércia) de Si (matriz asociada a la base Si), de 
52 (matriz asociada a la base S2) y de (R) (matriz asociada a la base ^2) son 
matrices diagonales respectivamente definidas por (Ai Bi Ci) (A2 B2 G2) y 
{AAC). 

Se designará por g la intensidad de la gravedad y se admitirá que en 
todas las cuestiones estudiadas se pueden despreciar los rozamientos que 
existen entre Fo y y ^2 y (^)* 

ly Sea G el centro de inércia dei conjunto Si+S2 + (F). Expresar el 
vector OG en la base to en función de los parâmetros ^ y 

2 ® Definir las rotaciones de Si, de S2 y de (R) con respecto al sopor- 
te Poj en las bases y S2. 

3 . ° Calcular la energia cinética dei conjunto Si + S2 + (F). 

4 . ° Escribir las ecuaciones de Lagrange relativas a los tres parâmetros 

(9 y 

5 y Demostrar que la configuración dei sistema puede —en ciertas con¬ 
diciones— quedar invariable en el curso dei tiempo (salvo la rotación dei 
rotor alrededor de E¥), lo que se traduce en = ^(í) = ^o- 

Precisar los diferentes casos en que esto ocurre. 

6 .” Se supone que las condiciones iniciales son las siguientes: 

TT 

if/Q ~ c (muy pequeno) , “ 2 ’ <po = 0 

^0=0 , ^0=0 , ^0 = 0) 

Linealizar las ecuaciones obtenidas en el párrafo cuatro, suponiendo que 
los valores de u='rr/2~0, de de ú y de ^ conservan valores muy peque¬ 
nos en el curso dei movimiento. 

Nota. — Para realizar la homogeneidad de las notaciones, los candida¬ 
tos escribirán el sistema linealizado en la forma: 

[ ii — a^ayij/ + c^gu = 0 
I t/r 4 - b^(úÚ + (pgip =0 
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que utilizarán después de haber expresado —una sola vez, sin repetirias — 
las constantes c^, en función de los datos. 

7 .° Describir el movimiento definido por las ecuaciones obtenidas en el 
párrafo seis y precisar sus características suponiendo que el rotor gira rápi¬ 
damente alrededor dei eje EF. 

8 ° Ahora se supone que el soporte Pq está arrastrado en un movi¬ 
miento de traslación cuya aceleración / es horizontal, tiene una intensidad 
constante /, y también una orientación constante, definida por /)=«, 
iQué modificaciones hay que introducir en las ecuaciones de Lagrange 
obtenidas en el párrafo cuatro, para tener en cuenta este movimiento de 
arrastre? 


SOLUCIÓN 


1 .° La posición dei centro de inércia G se define por la relación 
(Ml + M2 + M)OG = MiOGi -f- M2OG2 
De las relaciones 

í OG = — Ai^i 

[ OG = X2Z2 = — Ag sen 6yi Ag cos 6z2 


se deducen las componentes en la base (So) de los vectores siguientes: 


I Ai sen ^ í Ag sen 0 sen iff 

— Xi cos ip OG 2 1 — Ag sen 6 cos p 

0 ( Ag cos ô 

(AfiAi + M2X2 sen 6) sen p 
— (AfiAi + Mg Ag sen 6) cos p 
MgAg cos 6 


sobre Oxq 
sobre Oyo 
sobre Ozq 

sobre Oxq 
sobre Oyo 
sobre Ozq 


2 ° La rotación de Si con respecto a Pq es 


0)1 = zi^ = y2 sen dtp + zz cos 6p 


La rotación de S2 respecto a Pq es 

0)2 = xiÒ + ziijf = X2Ô + yz sen Otp + Z2 cos Oip 
La rotación dei rotor (R) con respecto a P es 


tú = sen 6^ + zi(cos + ijj) 

= X2Ô + sen Oij/ + Z2(cos Otfj + y) 
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3 .° La energia cinética dei sistema es igual a la suma de las energias 
cinéticas de cada sólido, y su valor es 

2T = Cvffi + .42^2 (^gsena d + Cz cos2 9)4^ 

+ + í^2sen2 6 ) + C(y + .^ cos 0)2 

Las únicas fuerzas exteriores que trabajan son los pesos; derivan de la 
función de fuerzas 

U = (MlAl + M2A2 sen 9 )g cos í/í 


4 .° Las ecuaciones de Lagrange relativas a los parâmetros y», y ^ se 
escriben respectivamente 

(<p) ^ cos 0 + <p) = 0 

(•A) ^ { (^2 + /4)sen2 dlfl + C 2 COs2 0l/r + C cos 9(ifj cos 0 + ^) } 

= — (MiAi + M2A2 sen 9 )g sen ^ 

( 9 ) (Az + A )9 — (^2 — C2 + A) 4 i^ sen 9 cos 9 

+ C sen 0^(í^ cos 0 + ^) = M 2 A 2 g cos 0 cos iff 


5 ° Si se sustituyen en las ecuaciones de Lagrange los ângulos 0 y ^ 
por constantes 0 = 0o y ^ — se obtiene 

í ^ =0 

j (MlAl + M 2 A 2 sen 0o) sen ^0 =0 
( M 2 A 2 cos 00 cos ^0=0 


Se deduce de ello que la derivada permanece constante, mientras que 
se tiene: 


— o sca 

— o sea 



sen 00 


MiAi 

M2A2 


y 

y 


6 ° Si se introducen las variables 


tffo =0 o 

^0 = ± 2 


^0 = TT 





y y — ^ 


las ecuaciones de Lagrange se linealizan, para pequenos valores de estas 
variables y de sus derivadas, en la forma siguiente 


ii — à^cjtfí c^gu = 0 
^ + b^cúú + d^gifí = 0 
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con: 




A2-1- A 
AfzA 2 


6 ® 

di 


B 2 + A 

MiAi + A/2A2 


7 ° La ecuación característica dei sistema ( 1 ) se escribe 

(5® + c^g)(s^ + d^g) + a^b^ío^s^ == 0 
J + g(c — d)^} { à^b^o)^ + g(c + } 


( 2 ) 


Las raíces de la ecuación ( 2 ) son siempre reales y negativas. Poniendo 
si^= —ai^, S2^=—«2^ para estas raíces, se tiene 

2 <xi^ = a^b^ofi + (c^ + d^)g + 

2ol2^ = a^b^o)^ + (c^ + d^)g — 'y/A 

Como los valores iniciales de w y ^ son nulos, la solución dei sistema 
( 1 ) se escribe 

^ COS a\t + ^2 COS OL2t 


w = <f] 


Oíl' 


2 _ 


d^g 


sen ocit — ^2 


- OC 2 ^ 


sen oczt 


b^CÚOLl ” b^O)OÍ 2 

Las condiciones iniciales relativas a ^ y ú dan 

+ ^2 = c , oci^^i + « 2^2 = d^^a 

o sea: 

T d^g — « 2 ^ , oLi^ — d^g 

n = —2 -1:2 ^ ’ *A 2 =-.-^ £ 


Oíl^ - OC 2 ^ 


0 £l 


2 _ 


« 2 ^ 


Cuando la velocidad de rotación w es infinitamente grande, se tiene 

/~/t 2 I 1 I ~l~ d^ c^d^ 

yA = a^b^aj^ { 1 + 5" —5- ^g - h ... 


a^b^oj^ 


a^b^oj^ 


oci ^ abo} , OÍ2 ^ ~ — 

aba> 


luego: 


d^gc 

a^b^oj^ 

*A' 


if 2 — € 


gcd ^ 

c COS — r- t 
abío 

ad gcd 

— c — sen —— t 
bc abo} 
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8° Cuando el soporte Pq está animado de una traslación horizontal de 
aceleración /, la referencia (^o) se puede considerar como absoluta a con- 
dición de introducir las fuerzas de inércia de arrastre que forman un torsor 
equivalente al vector — (M1+M2+M)/, cuyo origen es el punto G. Para 
tener en cuenta estas fuerzas de inércia, es suficiente sumar a la función de 
fuerzas U, la función de fuerzas suplementaria 

C/l = — (MiAi + M2^2 sen 6) sen iJjJ cos a 
— M 2 A 2 COS 0/ sen a 

Los segundos miembros de las ecuaciones de Lagrange son los únicos 
modificados; en estos segundos miembros aparecen las derivadas 


^=0 

09? 

A ¥■ r 

= — (AfiAi + M 2 A 2 sen 0)/ COS a cos 

Ol/í 


dUi 

de 


— MíXzJ (cos Oi cos 6 sen ^ — sen d sen ot) 


ENUNCIADOS DE LOS PROBLEMAS PROPUESTOS 
EN LAS OPOSICIONES PARA AGREGADOS 
DE CIÊNCIAS MATEMÁTICAS 


Concurso de 1962 

La parte III dei problema es independiente de las partes I y II. 

Se supone el espacio orientado por medio de un triedro de referencia. 
Las unidades de longitud, masa y tiempo se suponen elegidas; la unidad 
de ângulo es el radián. 

Un sólido (S) tiene masa m y centro de inércia G. El sólido está en mo- 
vimiento con respecto a una referencia galileana bajo la acción de un sis¬ 
tema de fuerzas representado por un sistema de vectores geométricamente 
equivalente al sistema constituido por los vectores siguientes: 

— un vector ^ aplicado en G, igual al producto vectorial rnSlA^c, 
siendo £2 rotación instantânea de (S) y Va la velocidad de G; 

— un vector F aplicado en un punto material P de (S) y distinto de G, 
vector que puede depender, en general, de la posición de (S), de su estado 
de velocidad y dei tiempo (se dirá, aunque con expresión incorrecta, que el 
sólido está sometido únicamente a las dos fuerzas ^ y F). 

A la referencia galileana se asocia un triedro trirrectángulo directo 
Oi^iyiZi, y al sólido (S) un triedro trirrectángulo directo Gxyz tal que P 
este situado en la parte positiva de Gx’, se designa por a la distancia de 
P a G. 

El sólido (S) se puede asímilar a una placa plana cuyo momento de 
inércia con respecto a G se designa por mab. En el instante inicial, el plano 
Gxy de (S) coincide con el plano OiXjyi (Gz y OjZi dei mismo sentido), 
Vq está situado en el plano de la placa y £2 es perpendicular a este plano. 
Además se supone que la fuerza F está situada constantemente en el plano 
de la placa, y se admite que en el curso dei movimiento la placa permanece 
en el plano OiXiyi. 

En todo instante, la posición de (S) estará referida por las coordenadas 
í y V de G sobre O^x^yx y por el ângulo e = {OiXx, Gx), el estado de sus 
velocidades por las componentes u y u de Fc sobre Gxy y por la medida 
algebraica u>=à 9 /àt de £2 sobre Oizi o sobre Gz. La fuerza F está dada 
por sus componentes mX y mY sobre Gxy. 
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1. ° Estudiar el movimiento de (S) en el caso en que la fuerza F es 
constantemente nula. Este estúdio se podrá hacer directamente o, eventual¬ 
mente, después de la cuestión 2.^, de la que se utilizarán entonces los re¬ 
sultados. 

2. ° En el caso general, demostrar que las derivadas con respecto al 
tiempo dt u, V y (ú SQ expresan unicamente por medio de X y de Y (y de 
la constante dada b). 

iQué ecuaciones diferenciales conviene anadir a las tres ecuaciones así 
formadas para obtener un sistema que determine, para condiciones iniciales 
dadas, el movimiento de (S)? (No se intentará integrar este sistema en el 
caso general.) 

Demostrar que entre p y w existe una relación dependiente de las con¬ 
diciones iniciales, pero independiente de la fuerza F, que da para el siste¬ 
ma una integral primera. 

iQné se podrá afirmar dei momento cinético de (S) con respecto al 
punto P? 

3. ® Se designa por (L) una recta invariablemente unida a (S), definida 
por uno de sus puntos y su dirección. Se llama velocidad de deslizamiento 
de (L) la proyección sobre esta recta de la velocidad de uno cualquiera de 
sus puntos. Determinar la velocidad de deslizamiento de (L). 

Demostrar que siempre existe una recta, que se designará por (/l), inva¬ 
riablemente unida a (S), cuya velocidad de deslizamiento permanece cons¬ 
tante en todo el movimiento y cuya posición con respecto a (S) no depende 
de la ley de fuerza F; la posición de {à) no depende de las condiciones 
iniciales dei movimiento, pero su velocidad de deslizamiento sí depende 
de ellas. 

^Cómo se deben elegir las condiciones iniciales dei movimiento para 
que la ruleta de (S) con respecto al plano OiJCiy sea esta recta (/!)? 

Si no se eligen así las condiciones iniciales, demostrar que el movimien¬ 
to de (S) con respecto a OiX\yi puede considerarse como resultante de la 
composición de un movimiento de traslación y de un movimiento en el cual 
la ruleta es precisamente esta recta (J). 

4 ° En esta cuestión se supone que la fuerza F (no constantemente 
nula) tiene como soporte una recta (D) invariablemente unida a (S). Demos¬ 
trar que entonces existen una iníinidad de rectas invariablemente unidas a 
(S) tales que la velocidad de deslizamiento de cada una de ellas sea cons¬ 
tante durante el movimiento, y que estas rectas forman un haz lineal. De¬ 
mostrar que el movimiento de (S) con respecto a OiXiyi admite, en gene¬ 
ral, una ruleta que es una recta de este haz. 

En el caso particular en que (D) pasa por G, y suponiendo además que 
la fuerza F conserva una magnitud (algebraica) constante en el curso dei 
movimiento, determinar la base dei movimiento de (S)- con respecto a 
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OiXiyi en la hipótesis «o ^ 0 (siendo wq el valor inicial de m). ^Cuál es 
el movimiento de (S) cuando *> = 0? 

Ahora se considera el caso en que (D) no pasa por G y se supone tam- 
bién que F mantiene una magnitud constante (no nula) en el curso dei mo¬ 
vimiento. El vértice dei haz de las rectas de deslizamiento constante es en- 
tonces un punto A situado a distancia finita. Determinar la trayectoria de 
A y definir el movimiento de la placa. Se comenzará por el estúdio dei caso 
en que (D) es perpendicular a GP. 

5.° El punto P está obligado a describir una curva (Ci) dei plano 
OiXiyi. Se admite que esta ligadura, bilateral, sin rozamiento, está reali¬ 
zada de modo que la reacción de (Ci) sobre (S) esté situada en el plano 
de (S). Se supone que la fuerza F es precisamente esta reacción y se sigue 
admitiendo la hipótesis de que (S) permanece siempre en el plano Oi^ciyi 
en el curso dei movimiento. 

Determinar la ruleta dei movimiento de (S) con respecto a O^x^y^. 

Demostrar que se pueden elegir las condiciones iniciales para que esta 
ruleta sea una recta y precisar cuál es. 

Con tales condiciones iniciales, y en la hipótesis de que la curva (Ci) 
sea una recta, determinar la base y la ley dei movimiento de (S) con res¬ 
pecto a Oi^ciyi. 


II 

El sólido (S) no se puede ya asimilar a una placa; su elipsoide de inér¬ 
cia en G se supone esférico y se designa por mab el movimiento de inércia 
de (S) con respecto a una recta cualquiera que pase por G. En todo ins¬ 
tante, el estado de las velocidades de (S) está referido por Ias componentes 
u, V, w de Vg sobre Gxyz y por Ias componentes p, q, r de D. sobre estos 
mismos ejes. La fuerza F está dada por sus componentes mX, mY, líim so¬ 
bre Gxyz. 

1. ° Estudiar el movimiento de (S) en el caso en que la fuerza F sea 
constantemente nula. 

2. '* En el caso general, demostrar que las derivadas con respecto al 
tiempo de u, v, p, q, r se expresan únicamente por medio de X, Y, w 
(y de Ia constante dada b). ^Qué se puede afirmar dei momento cinético 
de (S) con respecto al punto P? 

5.° Demostrar que siempre existe un plano, que se designará (n), in- 
variablemente unido a (S), tal que la velocidad de deslizamiento de cada 
una de sus rectas permanece constante en todo el movimiento, y cuya posi- 
ción en (S) no depende de la ley de fuerza F. 

^ Estudiar, entre las rectas de (n), aquellas cuya velocidad de desliza¬ 
miento es nula. ^Cómo se deben elegir las condiciones iniciales para que 
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estas rectas formen un haz lineal cuyo vértice B esté a distancia finita? 
iCuál es entonces la dirección de la velocidad de B? 

4 ° Suponiendo así elegidas las condiciones iniciales, se asocia al só¬ 
lido (S) el triedro de vértice B, Bx^y^z', deducido de Gxyz por la trasla- 
ción GB. 

En la hipótesis de que X, Y, w sean funciones unicamente dei tiempo, 
demostrar que se puede, por medio de cuadraturas, obtener la curvatura y 
la torsión de la trayectoria en B en función de la abscisa curvilínea de este 
punto. 

^Cómo se puede terminar la determinación dei movimiento? 


III 

Se considera, como en la parte I, una placa plana (S) en movimiento 
en un plano fijo OiXiy^. Esta placa (S), limitada por un contorno simple 
(G), se supone homogénea; su área se designa por^. 

Está sometida a fuerzas exteriores, situadas en su plano, repartidas so¬ 
bre el contorno (G), normales a (G), proporcionales al elemento de lon- 
gitud de (G) y al cuadrado de la velocidad de un punto de este elemento. 

Dicho de otra manera, designando por M un punto dei contorno ( G). 
por s la abscisa curvilínea de M, por Fm su velocidad, por n el vector uni¬ 
tário normal en M a (G) y dirigido hacia el exterior, la fuerza elemental 
aplicada en M está representada por 

df=—kVM^n dj 

siendo k una constante. 

Demostrar que el sistema de los vectores d/ es geométricamente equi¬ 
valente a un vector único que se determinará. 


Concurso de 1963 
PRIMER PROBLEMA 

En el campo de la gravedad, supuesto uniforme y de intensidad g, se 
considera un plano vertical fijo referido a ejes ortonormales Ox, Oy, estan¬ 
do dirigido el ejc Oy según la vertical ascendente, y, en este plano, el arco 
de cicloide ^ definido porf 

X = a{29 + sen 26) 
y = a{l —COS 26) 

7T ^ 26 ^ -f- 7T 
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a designa una longitud dada; S está orientado en el sentido de las 0 cre- 
cientes; el punto O se toma como origen de las abscisas curvilíneas, 

xOy constituye un sistema de referencia fijo con respecto al cual las 
únicas fuerzas que hay que considerar son la gravedad y las acciones de 
contacto, así como, en la cuarta cuestión, una resistência dei medio. 

1. "" La curva S se supone materializada; una partícula material P, de 
masa m, es móvil en S, siendo ia ligadura bilateral; en el contacto de S y 
P hay un rozamiento de deslizamiento cuyo coeficiente es / = tg <p (0 ^ ^ < 
< ^/ 2 ). 

En el instante t = 0, la partícula P está situada sobre S en una posición 
definida por el valor dei ângulo 0 (—7r<2 y se abandona sin 

velocidad. 

6 Con qué condición se pone en movimiento la partícula P? 

2. ° Suponiendo que se cumple la condición precedente, se trata de es- 
tudiar la fase dei movimiento, partiendo dei instante inicial, durante la cual 
la partícula se desplaza siempre en ei niismo sentido. 

Se supondrá positivo y se designará por v la medida algebraica de 
la velocidad de P sobre la tangente a S orientada. Formar la ecuación dife¬ 
rencial que define en función de 0. Calcular explícitamente en función 
de ^ y de òCómo se puede determinar el valor 0^ de 0 al final de esta 
fase? Se pondrá: 

u = Q-f^ sen(0 — (p) 

Demostrar que u juega el papel de un parâmetro que permite fijar la 
posición de un punto sobre 2. 

Determinar la ley dei movimiento formando una ecuación diferencial 
que relacione el parâmetro w y el tiempo t integrando explícitamente esta 
ecuación. Calcular la duración de esta primera fase. 

5° Suponiendo /^O, discutir, en función de (9o, lo que ocurre des- 
pués de esta primera fase dei movimiento. Se indicará un procedimiento, 
gráfico por ejemplo, que permita determinar el número de fases que se 
producen. 

Cuando hay varias fases, comparar sus duraciones. 

6Qué se puede decir dei caso f=07 

4.“ En esta cuestión se supone que, ademâs de las fuerzas considera¬ 
das hasta ahora, P está some ti do a una resistência de medio que se opone 
a su velocidad y es proporcional a ésla; la medida algebraica de esta fuerza 
sobre la tangente a ^ orientada es "2m Au (A>o). 

Siendo las condiciones iniciales las mismas que antes, formar la ecua¬ 
ción diferencial de segundo orden que define, para la primera fase dei mo¬ 
vimiento, el parâmetro de posición u en función dei tiempo. 
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Estudiar el movimiento durante esta primera fase; calcular su duración. 
^Cómo depende esta duración de los datos? 

Estudiar el movimiento en conjunto. 

5.° Un disco circular D, de radio R, tiene masa m; su centro de inér¬ 
cia G coincide con su centro geométrico; su momento de inércia con res- 
pecto a su eje es mk^. 

Este disco está sometido a permanecer en el plano vertical xOy por li¬ 
gaduras sin rozamiento que aqui no se tendrán en cuenta. 

Además, el centro G de D está sometido a permanecer sobre la curva ^ 
(no materializada); el contorno de D es entonces tangente a una curva 
paralela a S y situada debajo de X; esta ligadura (unilateral) está realizada 
mediante la materialización de X\ En el contacto de D y 2' hay un roza¬ 
miento de deslizamiento de coeficiente /. 

En el instante t=0, D está situado en el contacto de 2' y se abandona 
sin velocidad; la posición inicial de su centro G está definida por el valor 
^0 dei ângulo 0. 

(— n < 2 6o < 

lEn qué condiciones se pondrá a rodar D sin deslizar sobre 2' desde el 
instante inicial? Suponiendo que se cumple esta condición en el momento 
inicial, estudiar el movimiento de D. 

^En qué condiciones se establece el deslizamiento de D sobre 2' desde 
el instante inicial? ^Cuál es entonces el movimiento de G sobre 2 mientras 
dura esta fase de deslizamiento? 


SEGUNDO PROBLEMA 

En el campo de la gravedad supuesta uniforme y de intensidad g, se 
considera una referencia ortogonal fija OxiyiZi, siendo Ozi la vertical as¬ 
cendente. En este campo se mueve un sistema material 2 que comprende 
esencialmente un sólido S sin rozamiento alrededor dei punto fijo O, y un 
contrapeso P. 

El sólido S es de revolución alrededor de un eje Oz que pasa por el 
punto fijo O y por su centro de inércia G; el eje Oz está orientado desde 
O bacia G y se pone OG = fl. El sólido S tiene masa Aí; su elipsoide de 
inércia en O es de revolución alrededor de Oz. Se designan por Ox, Oy, Oz 
los ejes de una referencia principal de inércia unida al sólido; los momen¬ 
tos de inércia de S con respecto a estos ejes son, respectivamente. A, A, C. 

Se designan por F y Fi los puntos tomados respectivamente en las semi- 
rectas Oz y Ozi a la misma distancia / dei punto O (/ constante positi¬ 
va dada). 

Un hilo inextensible, perfectamente flexible y de masa despreciable, se 
une por uno de sus extremos al punto F dei sólido S; pasa por un peque- 
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no anillo fijado al punto Fi; después sobre una pequena polea fija, y luego 
cuelga verticalmente soportando el contrapeso P, el cual se puede asimilar 
a un punto material pesado, de masa dada m, que se desplaza (sin roza- 
miento) según la vertical de la polea. El dispositivo que une el contrapeso 
P al cuerpo sólido S está realizado sin inércia y sin rozamiento, de manera 
que S no pueda nunca obstaculizar el moviraiento dei hilo o dei contrapeso 
y que P no pueda chocar con la polea. 

Se supondrá que en los movimientos cuyas ecuaciones hay que expre- 
sar el hilo está siempre tenso. 

La posición en cada instante dei sistema 2 está definida por la posición 
de la referencia Oxyz con respecto a la referencia OxiyiZi (por ejemplo, 
por medio de los ângulos de Euler). 

l.° Escribir un sistema diferencial que determine el movimiento de S. 

Demostrar que el problema se reduce a cuadraturas. 

Calcular la tensión dei hilo. 

2° iCómo se deben elegir las condiciones iniciales para que el eje Oz 
de S permanezca constantemente horizontal en el curso dei movimiento? 
Estudiar la estabilidad de este movimiento. 


Concurso de 1964 

Se suponen elegidas las unidades de longitud, de masa y de tiempo; la 
unidad de ângulo es el radián. 

Sea X un sólido cuyo elipsoide central de inércia es de revolución; se 
designan por su masa, por G su centro de inércia, por Gz un eje elegido 
sobre el eje de revolución de su elipsoide central de inércia, por A y C sus 
momentos centrales de inércia (siendo C el momento de inércia con respec¬ 
to a Gz). Un tubo cuyo interior tiene forma de cilindro de revolución de 
eje Gz y de sección recta despreciable forma parte dei sólido t; una par¬ 
tícula material P de masa m, puede deslizar sin rozamiento en el interior 
de este tubo. En todo el problema se supone que el tubo es suficientemente 
largo para que la partícula no salga de él en el curso de los movimientos 
considerados. 

Se denomina S el sistema material constituído por el sólido S y la par¬ 
tícula P. Este sistema no está sometido a fuerza exterior alguna. Las fuerzas 
de ligadura entre X y P (fuerzas interiores en el sistema S) se reducen, 
aparte de las acciones de contacto sin rozamiento, a atracciones mutuas 
definidas dei siguiente modo: las acciones de P sobre X constituyen un sis¬ 
tema de fuerzas representando por un sistema de vectores geométricamente 
equivalentes al vector único km}i. GF, mientras que X ejerce sobre P la fuer¬ 
za representada por el vector directamente opuesto; k es una constante po¬ 
sitiva dada. 
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Se designa por O el centro de inércia dei sistema S y se pone: 

ÕG = L ÕP 

(se observará que ix^ + mz = Q y se podrá poner p — 

Se designan por Oxi, Oyi, Ozi los ejes de una referencia ortonormal 
cuyos vectores permanecen equipolentes a los vectores unidad de una refe¬ 
rencia fija (galineana); por Ox un eje perpendicular a Oz y situado en el 
plano XiOyi; por Oy el eje que forma con Oz y Ox un triângulo trirrec- 
tángulo Oxyz de la misma orientación que Ox^yiZi; finalmente, por OX 
un eje elegido en la intersección dei plano xOy con un plano invariable- 
mente unido a S y que pasa por Gz. Se pone: 

(Oxu Ox) = ijf, (Ozi, Oz) = 0, (Ox, OX) = 9 

Finalmente se designan por p, q, r las componentes sobre los ejes Ox, 
Oy, Oz de la rotación instantânea dei sólido S con respecto a la referencia 

Oxiyizi. 


PRIMERA PARTE 

1° Indicar el movimiento dei punto O con respecto a la referencia fija 
(galileana). Demostrar que el momento cinético en O dei sistema S en su 
movimiento con respecto a la referencia OxiyiZi permanece íijo con res¬ 
pecto a esta referencia. 

Se designa por a este momento cinético y por / la longitud de este vec- 
tor (I ^ 0 ). 

2. ® Estudiar el movimiento dei sistema S cuando el momento cinético 
(T tiene por soporte en el instante inicial el eje Oz. 

3. ° No siendo nulo el momento cinético (t en el instante inicial ni es¬ 
tando soportado por Oz, se toma como eje Ozi el eje orientado por este 
vector, Escribir las ecuaciones que definen los parâmetros 0, í y z en 
función dei tiempo. Demostrar que la integración de estas ecuaciones se 
reduce a cuadraturas. 

4. ® iCómo es necesario tomar las condiciones iniciales para que la dis¬ 
tancia GP permanezca constante, positiva 0 nula durante el movimiento? 
Estudiar la estabilidad de tales movimientos. 


SEGUNDA PARTE 

El sólido S, limitado por una superfície convexa, choca en un cierto 
instante con un plano íijo n en un punto T. El choque tiene lugar sin roza- 
miento, con un coeficiente de restitución e. 
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Se designa por (E) la configuración (configuración geométrica con dis- 
tribución de masas) presentada en el instante dei choque por P y IT. En 
Oxyz se denominan a, b, c las coordenadas dei punto 7, y a, p, y los cose- 
nos directores de un vector unidad n normal a n dirigido hacia X; se de- 
signarán por a', b\ d los componentes dei producto vectorial OTl\n, 

La distribución (W) de las velocidades dei sistema S estará definida por 
la velocidad dei punto invariablemente unido a X que en el instante dei 
choque coincide con el punto geométrico O (componentes sobre Oxyz: 
w, V, iv), por la rotación instantânea dei sólido X (componentes sobre Oxyz: 
P> y por los valores de las derivadas con respecto al tiempo de los pa¬ 
râmetros ^ y z. Se pondrá = representando Vt lã velocidad de la 

partícula de X que en el instante dei choque coincide con el punto geomé¬ 
trico T, Se asignará el subíndice 1 a las cantidades que definen la distri¬ 
bución (Vl^i) de las velocidades de S inmediatamente antes dei choque, y 
el subíndice 2 a las cantidades que definen la distribución {W 2 ) de las ve¬ 
locidades de S inmediatamente después dei choque. 

I 

1. ° Se supone que no existe la partícula P, de modo que los puntos 
O y G están confundidos, la distribución de las velocidades de X está dada 
por u, V, w, p, q, r (siendo entonces w, v, w las componentes sobre Oxyz 
de la velocidad dei centro de inércia G). Estando dada esta distribución 
antes dei choque, escribir las ecuaciones que definen la distribución des¬ 
pués dei choque, así como la percusión de reacción de n sobre X. 

2 . ° Se toma nuevamente el sistema S (con la partícula P). Dada la dis¬ 
tribución de las velocidades (Wi), escribir las ecuaciones que definen la 
distribución {W 2 ), así como la percusión de reacción de 11 sobre 2. 

II 

Las cuestiones que siguen pueden ser tratadas, a elección dei candidato, 
en la hipótesis de I, l.°, o en la de I, 2.° 

l.° Demostrar que la percusión de reacción de IT sobre X se escribe: 

— (1 + e) 

donde 9/í es un coeficiente que tiene la dimensión de una masa, no de- 
pendiendo más que de la configuración (E), y que, en general, es inferior 
a la masa total dei sistema que sufre el choque. 

Si ‘Cl y ^2 designan los torsores de velocidad dei sólido S antes y 
después dei choque, demostrar que se tiene: 


7 S 2 = Tji — ci>i0 
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donde 0 designa un torsor que no depende más que de la configuración (E) 
y dei coeficiente e. 

Se considera en adelante el conjunto de los choques para los cuales la 
configuración (E) permanece invariable mientras que la distribución (Wi) 
puede variar. 

2° Se considera un choque que transforma una distribución (Wi) en 
otra (W 2 ). Designando de manera general por ( —W) la distribución obte- 
nida sustituyendo cada vector de (W) por el vector directamente opuesto, 
se pone: 

iW\) = (- W 2 ) y (W' 2 ) = (- Wi) 

iCon qué condición existe un choque que transforma (W'i) y (W' 2 )? 

3 ° Se designan por Ai y ái los ejes instantâneos de rotación y de des- 
lizamiento dei sólido X antes y después de uno de los choques considera¬ 
dos. Demostrar que, en general, la perpendicular común sl A y ái corta a 
una recta fija que no depende más que de la configuración (E). ^Pueden 
ser paralelos los ejes Ai y A27 ^Pueden estar confundidos? 

4.° Se supone que antes de un choque X está animado de una rotación 
pura alrededor de una recta Ai. ^Cómo es necesario elegir esta recta para 
que, después dei choque, X esté animado de una rotación pura alrededor 
de una recta Ai? Se considera el conjunto de las rectas Ai que verifican 
esta condición; definir el conjunto de las rectas Ai que correspondeu a cada 
una de las rectas Au 

iCon qué condición coínciden estos conjuntos? Cuando coinciden, ^qué 
se puede decir de las distribuciones de las velocidades (Wi) y (W 2 ) antes 
y después de tal choque? 


Concurso de 1965 

Se considera una referencia ortonormal OxiyiZi que define un sistema 
de referencia fijo o «absoluto». Se considera además una referencia orto¬ 
normal Oxyz, de la misma orientación y que gira alrededor de Oz con¬ 
fundido con Ozi y con una velocidad angular w constante, dada en todo el 
problema; Oxyz define un sistema de referencia móvil o «relativo». La uni- 
dad angular es el radián. 


I 

Una partícula material P de masa m, libre en el espacio, está sometida a 
fuerzas dadas que derivan de una función de fuerzas que puede depender 
explícitamente de la posición de P y dei tiempo t. Se refiere esta partícula 
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por sus coordenadas cartesianas, x, y, z en Oxyz y se designa por U(x, y, z, t) 
la función de fuerzas. 

1 ° Calcular la energia cinética absoluta 2Ta de P y expresar la función 
de Lagrange L(x, y, z, x, y, z, t) = Ta+U (el punto designa la derivación con 
respecto al tiempo); las ecuaciones dei movimiento de P son entonces las 
ecuaciones de Lagrange engendradas por L: 



Expresar la energia cinética relativa 2Tr de P; demostrar que la fuerza 
de inércia de arrastre deriva de una función de las fuerzas V, 

2. ° En el caso en que la función de fuerzas U no depende más que 
de las coordenadas x, y, z de P en Oxyz, establecer la integral primera de la 
energia. 

Demostrar que esta integral primera puede obtenerse por combinación 
de las ecuaciones de Lagrange. 

3. ° (Esta cuestión es independiente de todas las que siguen.) 

Calcular el trabajo virtual de la fuerza de inércia complementaria (o de 

Coriolis). 

Determinar las funciones W(x, y, z, x, y, z, t) de la forma: 

ax + / 3 y + yz + ^ 

donde a, y, S son funciones de x, y, z, t únicamente, tales que las ecua¬ 
ciones dei movimiento de P sean las de Lagrange engendradas por la fun¬ 
ción de Lagrange 

U = Tr-\- U+ V+W. 


lEn qué difieren las funciones de Lagrange L y L'? 


II 

Como aplicación de la parte I, se propone estudiar el movimiento de la 
particula P en los tres casos siguientes: 

l.° No existe ninguna fuerza dada y P está sometido por una ligadura 
bilateral y sin rozamiento a permanecer en la circunferência material (C) 
de centro C invariablemente unida al sistema de referencia móvil y cuyas 
ecuaciones en Oxyz son: 

z=0, x^+y^ —2ax = 0 {a constante positiva). 

Siendo d el eje definido por el vector CP, se pone: (Ox, A)=(p, 
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Estudiar y discutir el movimiento general de P sobre (C), y calcular la 
reacción ejercida por (C) sobre P en el instante t, en función de los datos 
de ^ y de <p. 

2° Las fuerzas dadas solo contienen la de la gravedad, de medida alge- 
braica —mg sobre el eje Ozi (supuesto vertical ascendente) y P está some- 
tido por una ligadura bilateral y sin rozamiento a permanecer sobre la pa¬ 
rábola material (n) invariablemente unida al sistema de referencia móvil y 
cuyas ecuaciones en Oxyz son: 


y = 0, x^ = 2pz (p constante positiva). 


Estudiar y discutir el movimiento general de P sobre (n) y calcular la 
reacción ejercida por (n) sobre P, 

Hallar las posiciones de equilibrio relativo de P sobre (ü), estudiar su 
estabilidad y calcular el período de los pequenos movimientos próximos al 
equilibrio en el caso de la estabilidad. 

5° Las fuerzas dadas no implican más que dos atracciones proporcio- 
nales a las masas e inversamente proporcionales al cuadrado de la distan¬ 
cia, ejercidas sobre P por dos partículas materiales Pq y Pi, de masas res¬ 
pectivas mo y mi, invariablemente unidas al sistema de referencia relativo; 
estas dos partículas están situadas sobre el eje Ox y sus abscisas (no nulas) 
a y b son tales que O es el centro de inércia de Pq y Pi^ Se designarán por 



y 

PlP2 


las magnitudes de estas dos atracciones (/ constante positiva dada). 

^Qué condición deben satisfacer Pq y Pi para que la partícula P libre 
en el espacio admita movimientos cuya trayectoria sea el eje Oz? 

En la hipótesis mo = mx (y b=—a), estudiar y discutir los movimientos 
de P cuya trayectoria sea Oz. 

Siempre en la hipótesis mo = mi, determinar las posiciones de equilibrio 
relativo de P, libre en el espacio, que no estén situadas sobre el eje Ox. 
Estudiar la estabilidad de estas posiciones (se podrá limitar el estúdio al dei 
sistema linealizado). 


III 


Las fuerzas dadas no contienen más que las de gravedad (intensidad g). 
El eje Ozi está dirigido según la vertical ascendente. 

Una barra rectilínea, que se puede asimilar a un segmento de recta de 
extremos A y B, gs homogénea (y pesada), su longitud AB es igual a 21, su 
masa es M, su centro de inércia es G. Está sometida a las dos ligaduras si- 
guientes, bilaterales y sin rozamiento: 


25 - Mecânica General 
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— el extremo A está sometido a permanecer en la recta Oy supuesta 
material y se designan por (X, 0, Z) las componentes de la reacción ejercida 
por Oy sobre la barra; 

— la barra AB o su prolongación más allá de B, constituída por una 
Varilla rectilínea sin masa invariablemente unida a la barra, está obligada 
a apoyarse constantemente sobre la recta Ozi, supuesta material. Esta se¬ 
gunda ligadura está realizada de modo que la reacción ejercida por Ozi 
sobre la barra (o su prolongación) sea paralela a Ox y se designan por 
(X ', 0, 0) las componentes sobre Oxyz de la reacción ejercida por Ozx sobre 
la barra (o su prolongación) en el punto geométrico de apoyo. 

Se tomarán como parâmetros de posición de la barra la ordenada y dei 
punto G en la referencia Oxyz y el ângulo {Ozi, AB) = 6, 

No se tendrá en cuenta la realización práctica de las ligaduras ni las 
limitaciones que esta realización podría imponer a los parâmetros y y 

Estudiar sucesivamente las variaciones de los parâmetros y y 0, y 
describir el movimiento general de la barra. 

2 . ° Calcular las reacciones ejercidas sobre la barra por las rectas Ozi 
y Oy. 

3. ° Calcular la potência absoluta de cada una de las reacciones y de 
las fuerzas de gravedad en el movimiento absoluto de la barra, en un ins¬ 
tante t cualquiera. Comparar la suma de estas potências con la derivada con 
respecto al tiempo de la energia cinética absoluta de la barra en el mismo 
instante. 


Concurso de 1966 


Las referencias que intervienen en el problema son ortonormales; se 
suponen escogidas una unidad de tiempo y una unidad de masa; la unidad 
de ângulo es el radián. 

Dadas dos partículas materiales P y P' de masas m y m', si cada una 
de ellas atrae a la otra con una fuerza representada por un vector de so- 

/ ffl 112^ 

porte PP' y de módulo -—-— designando p la distancia PP' y / un nú¬ 


mero positivo dado, se dirá que entre estas dos partículas se ejerce una 
atracción mutua newtoniana de coeficiente /. 


I 

l.° Un sólido S, limitado por una esfera (que se designará también por 
S) de centro O y radio R está formado por capas esféricas homogéneas de 
centro O; su masa es M. Sea P una partícula material de masa m situada 
en el exterior de S, a una distancia r dei centro O. 
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Se supone que entre cada elemento de masa dei sólido S y la partícula 
P se ejerce una atracción mutua newtoniana, de coeficiente /. Definir la 
resultante de las atracciones que se ejercen así sobre la partícula P. 

2° Además dei sólido S se considera otro sólido Si, de masa Mi, limi¬ 
tado por una esfera de centro Oi, constituido por dos capas esféricas homo¬ 
géneas de centro Oi; las dos esferas son exteriores la una a la otra. 

Se supone que entre dos elementos de masa que pertenecen uno a S y otro 
a Si, se ejerce, cualesquiera que sean estos dos elementos, una atracción 
mutua newtoniana de coeficiente f. 

Demostrar que el conjunto de las atracciones ejercidas así sobre cada 
uno de los dos sólidos por el otro es equivalente a una fuerza única que se 
definirá. 

3 . ° Se supone que los dos sólidos S y S± forman un sistema aislado en 
el universo. Se llama G al centro de inércia dei sistema de los dos sólidos 
y 2c a una referencia galileana con origen en G. Sea S la referencia que 
tiene por origen el centro O de la esfera S y cuyos ejes son equipolentes a 
los ejes de 2c* No se consideran más que fases dei movimiento en que las 
dos esferas permanecen estrictamente exteriores la una a la otra. 

Formar la ecuación que define el vector aceleración dei centro Oi de la 
esfera Si en el movimiento de Si con respecto a 2, en función de OO^. 

Precisar cómo pueden deducirse los movimientos de cada uno de los 
centros O y Oi con respecto a la referencia galileana 2g dei movimiento de 
Oi con respecto a la referencia 2 (no se pide el estúdio de esos movi¬ 
mientos). 

^Cuál es el movimiento, con respecto a 2g, dei sólido S (resp. Si) alre- 
dedor de su centro O (resp. Oi)? 

4 . ° Las hipótesis generales y las notaciones son las mismas que en el 
n.“ 3, salvo en lo que respecta al sólido Si, que se substituye por una par¬ 
tícula material P de masa m, Se trata de estudiar ciertos aspectos de los 
movimientos de P con respecto a la referencia 2, no considerando más que 
fases de movimiento en el curso de los cuales la partícula permanezca es- 
trictamente exterior a la esfera S. 

Un tal movimiento se define por las condiciones iniciales siguientes: se 
lanza la partícula P en un punto dado Pq situado a la distancia ro (ro>R) 
dei punto O; su velocidad inicial, con respecto a la referencia 2, está re¬ 
presentada por el vector Vq, de módulo Vq; cuando 0, el ângulo de 
Vq con OPo se designa por fo (0 ^ 9’o ^ Caracterizar, por medio de 
estos datos iniciales las diferentes formas posibles de las trayectorias (elíp¬ 
ticas, hiperbólicas...). No se pide el estúdio detallado dei movimiento sobre 
esas trayectorias. 

Precisar, en particular, las condiciones iniciales que dan una trayectoria 
circular. Se designa por Vq el módulo de la velocidad de este movimiento 
particular. 
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Se supone que P se lanza en el punto Pq con una velocidad inicial de 
módulo Pi, pero de dirección cualquiera; cuando se hace variar esta direc- 
ción (0 < Po < ír), se obtiene una familia de trayecíorias; determinar, para 
cada una de ellas, la excentricidad, la dirección y la magnitud dei eje focal 
y la posición dei centro. Definir el conjunto de puntos por los que no pasa 
ninguna de esas trayectorias. Determinar cuáles de esas trayecíorias encuen- 
tran a la esfera S. 

Se supone ahora que Ia partícula P se lanza. a partir de la posición 
Po, con una velocidad inicial de módulo kv^ (k > 0) perpendicular a OPq- 
Determinar los valores de k para los que la trayectoria es elíptica y no en* 
cuentra a la esfera S. Para una tal trayectoria, determinar el máximo y el 
mínimo de la distancia de P a la superfície de la esfera S. 


11 


Las notaciones son las mismas que en la parte I. El sólido S y la par¬ 
tícula P están sometidos p las mismas atracciones mutuas newtonianas que 
en el apartado I 4. , pero a estas atracciones se anaden nuevas acciones 
muiuas cuyo efecto sobre la partícula P es equivalente al efecto de una 
fuerza representada por un vector de soporte OP, dirigida de P a O v cuvo 

modulo es ——— donde r designa la distancia OP (r>P) y f un coefi¬ 


ciente positivo dado. Se pondrá f'=af, siendo / el coeficiente de atracción 
newtoniana. 


El sólido S y la partícula P forman un sistema aislado en el universo, y 
no se consideran más que fases dei movimiento en el curso de las cuales P 
permanece en el exterior de la esfera S. 


1. ° Formar las ecuaciones diferenciales que definen el movimiento de 
P con respecto a la referencia S definida en el apartado I 3.° 

2, Se dan dos longitudes ri, tales que /í<ri<r 2 . Determinar las 
condiciones iniciales dei movimiento de P, designadas como antes ro, 

de modo que el movimiento pueda proseguir indefinidamente siguiendo una 
trayectoria tal que la distancia OP=r perraanezca comprendida constante¬ 
mente en el intervalo csftctdo fri, ro] y describa iodo este intervalo. Se su¬ 
pone que ro está contenido en [ri, r 2 ] y que 0<(po<Tr. 

Supuestas satisfechas estas condiciones, escribir la ecuación de la tra¬ 
yectoria de P en un sistema de coordenadas polares (ligado a la referen¬ 
cia X) de polo O. Indicar de manera sucinta la forma de la trayectoria. In¬ 
dicar como se puede estudiar el movimiento de P sobre esa trayectoria (no 
se pide un estúdio detallado). 

En un tal movimiento se llama pericentro a toda posición de P para la 
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que la distancia OP es mínima (aqui, igual a ri). Si P' y P" designan dos 

pericentros consecutivos de la trayectoria, calcular el ângulo (OP', OP") = 
— 

3.° Se supone ahora que a partir dei paso de la partícula P por un pe- 
ricentro dado Pi, se suprimen las acciones entre S y P aparte de las atrac- 
ciones newtonianas, no modificándose el vector velocidad dei punto P en 
el instante ti dei paso. ^Cuál es la trayectoria de P después dei instante íi? 
iCon qué condición es elíptica? 

Suponiendo que se verifica esa condición, calcular los valores extremos 
de la distancia OP en el curso de este movimiento elíptico, y compararlos 
con ri y r 2 . 

Se designan por a, p, e respectivamente la longitud dei semieje focal, el 
parâmetro y la excentricidad de la elipse trayectoria de este movimiento [se 
recuerda que p = ail~e^)1. Calcular en función de y e (o de p y e) y de 
la razón a, el ângulo así como los valores extremos ri y r 2 de la distan¬ 
cia OP en el curso dei movimiento de P anterior al instante ti; formar, a 
partir de las relaciones así obtenidas, el desarrollo limitado de ^ y el de r 2 
según las potências crecientes de a, limitándose al término de primer gra¬ 
do en a. 


III 


Se llama T el sólido formado por el S antes definido al cual se ha fija- 
do, a lo largo de un círculo máximo de la esfera S, un anillo material r, 
de sección despreciable, homogéneo, de masa M'. 

P designa siempre una partícula material de masa m exterior a S, y se 
supone que entre la partícula P y cada elemento de masa dei sólido T se 
ejerce una atracción newtoniana de coeficiente /. 


l.° En la hipótesis, que será la única considerada en lo que sigue, en 
que la partícula P está en el plano dei anillo r, demostrar que la resultante 
de las atracciones ejercidas sobre P por el sólido T es una fuerza represen¬ 
tada por un vector PF de soporte OP, dirigido de P a O y cuyo módulo F 
es una función de la distancia OP=r {r>R), función de la que se pide 


formar el desarrollo limitado según las potências crecientes de — hasta el 
1 . , , r 

término en inclusive. Se designa por Fi el polinomio de cuarto grado 

en — que constituye Ia parte regular de este desarrollo de F, 


2° Se supone que el sólido T y la partícula P forman un sistema ais- 
lado en el universo. Se designa por G el centro de inércia de este sistema, 
por Xg una referencia galileana de origen G, y por % la referencia de ori- 
gen O, centro de S, y cuyos ejes son paralelos a los de Sg. 
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Eli toda la parte III, se supone que las condiciones iniciales dei movi- 
miento dei sistema son tales que durante todo el movimiento, el plano (no 
materializado) dei anillo r permanece fijo con respecto a Sg y que la par¬ 
tícula P permanece en este plano, y no se consideran más que fases de mo¬ 
vimiento en el curso de las cuales P es exterior a S. 

Formar las ecuaciones diferenciales que definen el movimiento de la 
partícula P con respecto a la referencia móvil 2 . 

3 ° Con objeto de estudiar más a fondo las circunstancias dei movi¬ 
miento de P con respecto a 5 cuando la razón es grande, convenimos 

K 

en sustituir la fuerza PF por una fuerza PFi, representada por un veetor 
de soporte PO, dirigido de P a O, y euyo módulo es la parte regular Fi dei 
desarrollo de F definido en el apartado III 1 ° 

iCuáles son entonces las ecuaciones diferenciales que definen el movi¬ 
miento de P con respecto a 2 ? Formar, en particular, la ecuación diferen¬ 
cial de primer orden que define la trayectoria de P en un sistema de coor¬ 
denadas polares (ligado a X) euyo polo sea O. 

Se dan dos longitudes, ri y r2, tales que R<ri<r2. Etudiar las condi¬ 
ciones que deben verificar las condiciones iniciales ro, Vq, fQ dei movimien¬ 
to de P, así como ri y r2 para que el movimiento de P pueda proseguir 
indefinidamente siguiendo una trayectoria tal que la distancia OP esté siem- 
pre comprendida en el intervalo cerrado [ri, r2] y describa todo este inter¬ 
valo. Se supone que ro está contenido en [ri, r2] y que 0<yo<7r. 

Supuestas verificadas estas condiciones, indicar cómo se puede estudiar 
el movimiento de P y. en particular, cómo se puede determinar el ângulo 
(OP', OP") que corresponde a dos pericentros consecutivos P' y P". Dar 
una primera aproximación de este ângulo en la hipótesis de que Ia masa 
M' dei anillo es pequena con respecto a la masa total dei sólido T. 

IV 

Se considera, en esta parte, el movimiento con respecto a una referencia 
fija de una partícula material P de masa m, atraída por un centro fijo O, 

si la fuerza de atracción tiene medida algebraica —sobre el eje defi¬ 
nido por OP, donde r designa la distancia OP y un coeficiente positivo 
dado; además, eventualmente, la partícula P estará sometida a la acción de 
una fuerza «perturbadora», representada por un veetor de soporte OP y 

que tiene medida algebraica sobre el eje definido por OP, , don¬ 

de p es un coeficiente dado, positivo o nulo, y « es un entero dado, supe¬ 
rior a 2 . 

La posición de P en el plano de su movimiento (supuesto no rectilíneo) 
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se refiere por coordenadas polares r, 0 (r>0) en un sistema de polo O y 
de eje Ox\ se pone: 

r = V , 9 — iú 


designando por un punto la derivación con respecto al tiempo í. 

1° Demostrar que el sistema de ecuaciones diferenciales de primer 


orden: 

( 1 ) 



9 =■ iú 



ü> = 


2v(ü 

r 


es equivalente al sistema de ecuaciones de segundo orden que definen el 
movimiento de P. 

2.° Se supone jS=0. Se elige, entre los posibles movimientos de P, un 
movimiento elíptico que se caracteriza por las cuatro constantes siguientes: 
eo, excentricidad de la elipse trayectoria; po, parâmetro de la elipse; wo> ân¬ 
gulo polar dei pericentro; tq, instante dei paso por el pericentro. 

Demostrar que la solución dei sistema diferencial (1) correspondiente a 
este movimiento elíptico puede representarse por las fórmulas: 


(2) s _ _ 

f = V — ^0 sen 0)0 ü) = — \ COS 

^ Po Po V Po 

en las que wq es una función dei tiempo t, que se anula para t=TQ, defi¬ 
nida por una relación entre «o y tt>o, que se pide (no se pide expresar ex- 
plícitamente la función «o de t). 

3.° Se supone P>0. Sustituyendo formalmente en el sistema (2) las 
constantes po, y la función por variables designadas respectiva¬ 

mente p, e, O), O), se obtiene un sistema de relaciones (3) que define las 
variables 9, r, w en función de nuevas variables p, w. 

Considerando p, e, iít, <ü como funciones derivables de t, se transforma 
el sistema diferencial (1) por el cambio de variables definido por (3); se 
obtiene así un nuevo sistema diferencial (4) en el que no intervienen más 
que p, e, O) y sus derivadas primeras p, è, õ). Escribir las ecuacio¬ 
nes (4) resueltas con respecto a las derivadas primeras p, è, ò). 

Demostrar que, para toda solución de (4), la función p es constante, y 
las funciones e y cos w están ligadas por una relación algebraica que se pide. 

4 ° Se hace la hipótesis siguiente: el movimiento de P es primer amen¬ 
te el movimiento elíptico definido (apartado IV, 2.°) por ias constantes eo. 


ü) - íi)0-|-ÍDQ 


r ^ 




1 H“^o cos ü)o 
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Po» “ 0 . to. durante un intervalo de tiempo anterior al instante tq, en el 
curso ^ercual ^=0; después, a partir dei instante tq, interviene la acción 
de la ftierza «perturbadora» (/8>0), sin modificación de la velocidad de P 
en ese instante. 

Suponiendo que el coeficiente es suficientemente pequeno, buscar, e 
partir de las ecuaciones (4), una aptoximacíón dei movimiento de P des¬ 
pués dei instante to; se podrá poner, con este objeto: 

c = ío+^®i(t). “ = “o(0+^“^i(0 “ = 

iPueden aproximarse los resultados así bailados, en los casos n=3 y 
n=4 a los encontrados al final de las partes II y III? 






CUARTA PARTE 

T A B L A S 




OVOOO (Vji— 


RAÍCES DE LA ECUACIÓN DE TERCER GRADO 


TABLA I 

Raíces de la ecuación de tercer grado 


y3 + 2 = 3py 


Para p 

< 1 , 

una raiz real 

yi 



dos raíces complejas 

/ + iy" 




y — iy" 

Para p 

> 1 , 

tres raíces reales 

yi y2 


yi 

3 ^' 


0,2825 

0,1412 

2,657 

0,3275 

0,1637 

2,466 

0,3883 

0,1941 

2,261 

0,4734 

0,2367 

2,042 

0,5960 

0,2980 

1,807 

0,7710 

0,3855 

1,563 

1,0000 

0,5000 

1,322 

1,2600 

0,6300 

1,091 

1,5214 

0,7607 

0,857 

1,7692 

0,8846 

0,589 

2,000 

1,000 

1,0000 

2,214 

1,675 

0,5392 

2,414 

2,000 

0,4142 

2,602 

2,262 

0,3399 

2,778 

2,489 

0,2892 

2,946 

2,694 

0,2520 

3,105 

2,882 

0,2235 

3,258 

3,057 

0,2008 

3,404 

3,222 

0,1824 

3,545 

3,378 

0,1671 

>^1 

- V 2 

yz 


t: 
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TABLA II 


Funciones elípticas de Jacobi sn(i^fe) 


t 

snr 

snr 

snr 

snr 

snr 

0,0 

0,000 

0,000 

0,000 

0,000 

0,000 

0,1 

0,100 

0,100 

0.100 

0,100 

0,100 

0,2 

0,199 

0,198 

0,198 

0,198 

0,198 

0,3 

0,296 

0,295 

0,294 

0,293 

0,292 

0,4 

0,389 

0,388 

0,386 

0,384 

0,382 

0.5 

0,479 

0,476 

0,472 

0,469 

0,466 

0,6 

0,565 

0,559 

0,554 

0,548 

0,543 

0,7 

0,644 

0,636 

0,628 

0,620 

0,612 

0,8 

0,717 

0,707 

0,696 

0,686 

0,675 

0,9 

0,783 

0,770 

0,757 

0,744 

0,730 

1.0 

0,841 

0,826 

0,811 

0,795 

0,778 

1,1 

0,891 

0,875 

0,858 

0,839 

0,820 

1,2 

0,932 

0,916 

0,897 

0,878 

0,856 

1,3 

0,964 

0,948 

0,930 

0,910 

0,887 

1,4 

0,985 

0,973 

0,957 

0,937 

0,913 

1,5 

0,997 

0,990 

0,977 

0,958 

0,934 

1,6 

1,000 

0,999 

0,991 

0,975 

0,952 

1,7 

0,992 

0,999 

0,998 

0,987 

0,967 

1,8 

0,974 

0,992 

1,000 

0,996 

0,978 

1,9 

0,946 

0,977 

0,995 

1,000 

0,987 

2,0 




0,999 

0,993 

2,1 




0,995 

0,998 

2,2 




0,987 

1,000 

2,3 




0,975 

1,000 

2,4 




0,958 

0,998 

2,5 






2,6 






2,7 






2,8 






2,9 






K 

1,571 

1,660 

1,778 

1,950 

2.257 


= 0,0 

0.2 

0,4 

0,6 

0.0 


sn (r, k) 

= sen íp 


9 

f 

dy 


t — 

) Vi- 



0 


snr 

0,000 

0,100 

0,197 

0,291 

0,380 

0,462 

0,537 

0,604 

0,664 

0,716 

0,762 

0,801 

0,834 

0,862 

0,885 

0,905 

0,922 

0,935 

0,947 

0,956 

0,964 

0,970 

0,976 

0,980 

0,984 

0,987 

0,989 

0,991 

0,993 

0,994 

infinito 


1,0 


K designa un cuarto de período. 
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TABLA III 


0,0 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1.0 

1,1 

1.2 

1.3 

1.4 

1.5 

1.6 

1.7 

1.8 

1,9 

2,0 

2,1 

2,2 

2.3 

2.4 


Funciones elípticas de Jacobi cn(t, fe) 


cní cní cní 


1,000 

0,995 

0,980 

0,955 

0,921 

0.878 

0,825 

0.765 

0,697 

0,622 

0,540 

0,454 

0,362 

0,263 

0,170 

0,071 

—0,029 

—0,129 

—0,227 

—0,323 


1,000 

0,995 

0,980 

0,956 

0,922 

0,879 

0,829 

0,771 

0,707 

0,638 

0.563 

0,484 

0,402 

0,317 

0,231 

0,142 

0,053 

—0,036 

—0,125 

—0,214 


1,000 

0,995 

0,980 

0,956 

0,923 

0,881 

0,833 

0,778 

0,718 

0,653 

0,585 

0,514 

0,441 

0,367 

0,291 

0,214 

0,137 

0,060 

—0,017 

—0,095 


cní 

cní 

1,000 

1,000 

0,995 

0,995 

0,980 

0,980 

0,956 

0,956 

0,923 

0,924 

0.883 

0,885 

0.836 

0,840 

0,784 

0,791 

0,728 

0,738 

0,668 

0.683 

0,607 

0,628 

0,543 

0,572 

0,479 

0,516 

0,415 

0,462 

0,350 

0,408 

0,286 

0,356 

0,222 

0.306 

0,158 

0,257 

0,095 

0,209 

0,031 

0,162 

^,032 

0,116 

-^,095 

0,070 

—0,159 

0,026 

—0,222 

—0,019 

-D,287 

—0,064 


2.5 

2.6 

2.7 

2.8 

2,9 


K 


1,571 


1,660 


1,778 


1,950 2,257 


A:* 


0,0 0,2 0.4 


cn(f, k) = COS <p 


0,6 0,8 



— t^sen* fp 


cní 

1,000 

0,995 

0,980 

0,957 

0,925 

0,887 

0,843 

0,797 

0,748 

0,698 

0,648 

0,599 

0,552 

0,507 

0,465 

0,425 

0,388 

0,354 

0,322 

0,293 

0,266 

0,241 

0,219 

0,199 

0,180 

0,163 

0,148 

0,134 

0,121 

0,110 

infinito 


1,0 


K designa un cuarto de período. 
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TABLA IV 


Funciones elípticas de Jacobi dn(t,k) 


t 

dnr 

dn/ 

dn/ 

dn/ 

dn/ 

dn/ 

0,0 

1,000 

1,000 

1,000 

1,000 

1,000 

1,000 

0,1 

1,000 

0,999 

0,998 

0,997 

0,996 

0,995 

0,2 

1,000 

0,996 

0,992 

0,988 

0,984 

0,980 

0,3 

1,000 

0,991 

0,983 

0,974 

0,965 

0,957 

0,4 

1,000 

0,985 

0,970 

0,955 

0,940 

0,925 

0,5 

1,000 

0,977 

0,954 

0,932 

0,909 

0,887 

0,6 

1,000 

0,968 

0,937 

0,905 

0,874 

0,844 

0,7 

1,000 

0,959 

0,918 

0,877 

0,837 

0,797 

0,8 

1,000 

0,949 

0,898 

0,847 

0,797 

0,748 

0,9 

1,000 

0,939 

0,878 

0,817 

0,757 

0,698 

1,0 

1,000 

0,929 

0,858 

0,788 

0,718 

0,648 

1,1 

1,000 

0,920 

0,840 

0,760 

0,679 

0,599 

1,2 

1,000 

0,912 

0,823 

0,733 

0,643 

0,552 

1,3 

1,000 

0,906 

0,809 

0,709 

0,609 

0,508 

1,4 

1,000 

0,900 

0,796 

0,688 

0,577 

0,465 

1,5 

1,000 

0,897 

0,786 

0,670 

0,549 

0,425 

1,6 

1,000 

0,895 

0,779 

0,655 

0,524 

0,388 

1,7 

1,000 

0,895 

0,776 

0,644 

0,503 

0,354 

1.8 

1,000 

0,896 

0,775 

0,637 

0,485 

0,322 

1,9 

1,000 

0,900 

0,777 

0,633 

0,470 

0,293 

2,0 




0,633 

0,459 

0,266 

2,1 




0,637 

0,452 

0,241 

2.2 




0,644 

0,448 

0,219 

2,3 




0,656 

0,448 

0,199 

2,4 




0,670 

0,451 

0,180 

2,5 






0,163 

2,6 






0,148 

2,7 






0,134 

2,8 






0,121 

2,9 






0,110 

K 

1,571 

1,660 

1,778 

1,950 

2,257 

infinito 


= 0,0 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1.0 


dn(í, k) = y/l — (p 

K designa un cuarto de período. 


9 



dtp 

— íp 












FUNCIONES HIPERBÓLICAS 


399 


TABLA V 


Funciones hiperbólicas 


t 

Qt 

e-í 

sh t 

ch t 

th/ 

0,0 

1,0000 

1,0000 

0,0000 

1,0000 

0,0000 

0,1 

1,1052 

0,9048 

0,1002 

1,0050 

0,0997 

0,2 

1,2214 

0,8187 

0,2013 

1,0201 

0,1974 

0,3 

1,3499 

0,7408 

0,3045 

1,0453 

0,2913 

0,4 

1,4918 

0,6703 

0,4108 

1,0811 

0,3799 

0,5 

1,6487 

0,6065 

0,5211 

1,128 

0,4621 

0.6 

1,822 

0,5488 

0,6367 

1,185 

0,5370 

0,7 

1,014 

0,4966 

0,7586 

1,255 

0,6044 

0.8 

2,226 

0,4493 

0,8881 

1,337 

0,6640 

0,9 

2,460 

0,4066 

1,027 

1,433 

0,7163 

1.0 

2,718 

0,3679 

1,175 

1,543 

0,7616 

1,1 

3,004 

0,3329 

1,336 

1,669 

0,8005 

1,2 

3,320 

0,3012 

1,509 

1,811 

0,8337 

1.3 

3,669 

0,2725 

1,698 

1,971 

0,8617 

1,4 

4,055 

0,2466 

1,904 

2,151 

0,8854 

1,5 

4,482 

0,2231 

2,129 

2,352 

0,9051 

1,6 

4,953 

0,2019 

2,376 

2,577 

0,9217 

1,7 

5,474 

0,1827 

2,646 

2,828 

0,9354 

1,8 

6,050 

0,1653 

2,942 

3,107 

0,9468 

1,9 

6,686 

0,1496 

3,268 

3,418 

0,9562 

2,0 

7,389 

0,1353 

3,627 

3,762 

0,9640 

2.1 

8,166 

0,1225 

4,022 

4,144 

0,9705 

2,2 

9,025 

0,1108 

4,457 

4,568 

0,9757 

2,3 

9,974 

0,1003 

4,937 

5,037 

0,9801 

2,4 

11,02 

0,0907 

5,466 

5,557 

0,9837 

2,5 

12,18 

0,0821 

6,050 

6,132 

0,9866 

2,6 

13,46 

0,0743 

6,695 

6,769 

0,9890 

2,7 

14,88 

0,0672 

7,406 

7,473 

0,9910 

2,8 

16,44 

0,0608 

8,192 

8,253 

0,9926 

2,9 

18,17 

0,0550 

9,060 

9,155 

0,9940 



índice 


A 


Abscisa curvilínea . . . . 
Acciones a distancia . . . 

— de contacto. 

— exteriores. 

— interiores . 

— mecânicas. 

Aceleración . 

— angular. 

— complementaria . . . 

— de arrastre. 

— de la gravedad . . . 

— lineal. 

— relativa. 

Aerodinâmica clásica . . 
Alcance horizontal . . . 
Amortiguamiento .... 

— crítico. 

Ampère (ley de). 

Amplitud. 

Angulo de desviación . . 

— de mutación .... 

— de precesión .... 
Ângulos de Euler .... 
Anomalia verdadera . . 

Ano trópico. 

Apogeo. 

Arrastre (aceleración de) 

— (movimiento de) . . 

— (trabajo de). 

— (velocidad de) . . . 
Articulación cilíndrica . 

— esférica. 

Ascensión recta. 

Atracción de la luna . . 

— terrestre . 

— universal. 

Atwood (máquina de) . 
Autónomo (sistema) . . 


B 


Páes. 

Baría. 133 

Base. 20 

Batido (fenómeno de). 153 

Bessel (funciones de). 196 

Blando (cuerpo) . 94 

Boltzmann (ecuación de). 310 

Brújula giroscópica. 262 

C 

Caída de los cuerpos. 66 

Cálculo tensorial (fórmulas) .... 294 
Calor (cantidad de). 312 

— específico. 329 

Campo de gravedad. 218 

— eléctrico. 321 

— electromagnético. 324 

— electrostático. 234 

— magnético. 298 

— magnetostático. 234 

Cantidad de aceleración. 40 

— de calor. 312 

— de movimiento. 35 

Caos molecular. 306 

Característica (ecuación). 31 

Característico (valor). 31 

Centrífuga (fuerza de inércia) .... 40 

Centro de gravedad. 55 

— de inércia. 27 

— de los vectores paralelos .... 10 

— de percusión. 94 

— instantâneo de rotación. 20 

— (punto singular). 141 

Cíclico (movimiento). 211 

Cinemática . 10 

Cinética (energia). 37 

— (resultante). 35 

— (teoria) . . . ■ ^ . 


I 

Pâgs. 

11 

50 

50 

50 

50 

50 

21 

99 

23 

23 

68 

99 

23 

336 

219 

. 150 

. 150 

. 324 

.' 143 

. 241 

14 

. 14 

. 13 

. 271 

. 131 

. 270 

. 23 

. 16 

. 110 

16 

. 82 

. 82 

. 272 

. 71 

. 54 

. 54 

. 93 

. 184 


26 - Mecânica General 











































































402 


CURSO DE MECÂNICA GENERAL 


Cinético (momento). 

Circular (pêndulo). 

Coeficiente de restitución. 

— de viscosidad. 

Compás zenital. 

Complementaria (aceleración) . . . . 

— (fuerza de inércia). 

Componentes de la aceleración . . . 

— de la velocidad . 

— de un tensor . 

— de un vector. 

— dei momento. 

Composición de las aceleraciones . . 

— de las energias cinéticas .... 

— de las velocidades. 

Condición de fin de choque. 

Conductividad eléctrica. 

— térmica. 

Cónico (pêndulo). 

Conservación de la energia. 

— de la masa. 

Constante adiabática. 

Contacto (acciones de). 

— (percusiones de). 

Copérnico (sistema) . 

Coplanarios (vectores). 

Cortadura (fuerza de). 

Cosenos directores. 

Critico (amortiguamiento). 

Cronologia. 

— absoluta. 

Cuerpo blando . 

— elástico. 

Curva de respuesta. 

CH 

Choque (onda de). 

— (problemas de) 

D 

Deformación pura. 

Densidad de corriente. 

— superficial. 

Deslizamiento de un vector. 

— (velocidad de). 

Deslizante (vector). 

Difracción (de las partículas) .... 

Dimensional (ecuación). 

Dimensiones de una magnitud . . . 


Págs. 


Dina (unidad de fuerza). 133 

Dinâmico (equilibrado). 90 

Distribución de las velocidades . . . 309 
— de Maxwell . 311 


E 

Eclipses centrales de sol (mapa) . . 285 


Eclíptica. 272 

Ecuación de Boltzmann. 310 

— de estado. 328 

— de Liouville . 301 

— de restitución. 94 

— dei tiempo . 273 

Ecuaciones de Lagrange. 166 

— de Maxwell. 325 

— dei choque. 334 

— dei electromagnetismo. 324 

Efecto giroscópico . 259 

— Joule. 323 

Eje central. 8 

— de un par. 9 

— principal de inércia. 30 

Elástico (cuerpo). 94 

Eléctrica (carga). 298 

— (conductividad). 325 

— (resistividad). 324 

Eléctrico (campo). 321 

Electrostático (campo). 324 

Elementos de reducción. 7 

Elipsoide de Poinsot . . . . . 251 

Elípticas (funciones). 142 

Energia cinética . 57 

— cinética aparente. 260 

— interna. 323 

— total. 323 

Entropia específica. 328 

Equilibrado dinâmico. 90 

— estático. 90 

Equilibrios (estabilidad de los) ... 192 

— (estabilización de los) . 192 

Equipolentes (vectores) . 6 

Equivalentes (torsores). 8 

Ergio (unidad de trabajo) . 133 

Escalar. 5 

Esférico (pêndulo) . 216 

— (tensor) . 32 

Espacio de las fases. 297 

— euclídeo. 4 

— físico. 3 

Específica (entropia). 328 

— (probabilidad). 300 


Págs. 

35 

210 

94 

327 

269 

23 

40 

21 

11 

29 

5 

7 

23 

38 

16 

94 

325 

328 

88 

323 

323 

338 

55 

56 

69 

9 

114 

14 

150 

11 

59 

94 

94 

151 

336 

93 

327 

336 

323 

8 

19 

6 

240 

132 

132 
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Específico (calor). 

— (número). 

Estacionários (movimientos). 

Estabilización de los equilíbrios . . 

Estática (problemas de). 

Estático (equilibrado) . 

Euler (ângulos de). 

Evoluta. 

Excitación. 


Págs. 

328 

303 

197 

192 

81 

90 

13 

21 

153 


F 


Geodésico (triedro) . . . 
Giroscópico (efecto) . . 

— (fuerza). 

— (par). 

Giróscopo. 

Gradiente de un escalar 

— de un vector . . . . 

Gravedad. 

— (aceleración de la) . 

— (campo de). 

— (centro de) . 


Págs. 

18 

259 

193 

259 

257 

6 

295 

54 
68 

218 

55 


Factor de amortiguamiento. 

Faraday (ley de). 

Fase(s)... 

— (espacio de las) . 

— (plano de las) . 

Fluido compresible. 

— de Stockes. 

— incompresible . 

— maxwelliano. 

— perfecto. 

— viscoso. 

Flujo térmico. 

Focal (punto). 

Foco (punto singular). 

Foucault (pêndulo de). 

Fraccionamiento. 

Frenet (triedro de). 

Fuerza . 

— de contacto. 

— de respuesta. 

— perturbadora. 

Fuerzas centrífugas. 

— complementarias. 

— de arrastre. 

— de inércia. 

— exteriores. 

— giroscópicas. 

— interiores. 

— relativas. 

Función circular . 

— de Bessel. 

— de distribución. 

— de distribución (variación) . . . 

— de fuerzas. 

— elíptica. 

— sinusoidal. 


150 

324 

150 
297 
157 
321 
327 
321 
316 
327 
327 
313 
142 

141 
217 

53 

18 

50 

55 

153 

151 

40 

41 
41 

40 
111 
193 

59 

41 
145 
196 
301 
307 
110 

142 
150 


H 

Helicoidal (movimiento) . . 

Herpolodia. 

Hilo. 

Hiperestático (sistema) . . . 

Hodógrafa . 

Holónoma (ligadura) .... 

1 

Impacto (parâmetro de) . . 

— (vector de). 

Impulsión (torsor de la) . . 
Indicatriz de las tangentes . 
Inércia (centro de). 

— (eje principal de) . . . 

— (fuerza de). 

— (momento de). 

— (momento principal de) 

— (producto de) . 

— (tensor central de) . . . 

— (tensor de). 

Integral de Painlevé . . . . 

— primera. 

Interacción binaria. 

Interiores (acciones) . . . . 

— (fuerzas) . 

Invariantes de un torsor . . 

Isócrona (curva). 

Isostático (sistema). 


J 

facobi (funciones de) . . 

foule (efecto). 

— (ley de). 

fulio (unidad de txabajo) 


83 

251 

92 

81 

21 

82 


240 

240 

50 

12 

27 

32 
40 

28 

33 
29 
32 
29 

170 

86 

303 

50 

59 

7 

214 

81 


143 

323 

324 
133 


G 

Geodésica (radio de curvatura) ... 19 
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K 

Kelvin (ley de). 

Kepler (leyes de). 

Kilogrametro. 

Kilogramo. 

Kilojulio (unidad de trabajo) . . . . 
Kilowatio (unidad de potência) . . 
Kovaleska (caso de la Sra.). 

L 

Lagrange (ecuaciones de). 

— (movimiento de). 

Laplace (ley de). 

Lejeune Dirichlet. 

Ley de Ampère. 

— de Faraday. 

— de interacción. 

— de Joule. 

— de Kelvin. 

— de Laplace. 

— de las áreas . 

— de Newton. 

— de Ohm . 

— de Poiseuille. 

Leyes de Kepler. 

Liapunof. 

— (teorema de). 

Ligaduras bilaterales. 

— de contacto. 

— de servomecanismo. 

— holónomas . 

— no holónomas .. 

— unilaterales. 

Línea de nodos . 

Liouville (ecuación de). 

— (teorema de). 

Lipschitz (condición de). 

Longitud (unidad de). 

Lorentz (transformación de). 

Luna (atracción de la) . 

Luz (velocidad de la) . 

M 

Mach (numero de). 

Magnética (permeabilidad) . 

^ Magnético (campo). 

Magnetodinámica de los fluidos . . . 
Magnetostático (campo) .,. 


Págs, 


Magnitud (dimensiones de una) . . 131 

— (medida de una). ni 

Máquina de Atwood. 93 

Mareas. 71 

Masa. 26 

— específica. 26 

— (unidad de). 131 

Material (simetria). 27 

Maxwell (distribución de). 311 

— (ecuaciones de). 325 

Mecânica de los fluidos. 294 

— dei punto. 208 

— dei sólido. 248 

— estadística. 294 

Mecânicas (acciones). 50 

Medida de una magnitud. 132 

Metro (unidad de longitud) . 131 

Michelson (experiencia de). 72 

Microscopio electrónico. 237 

Mixto (producto) . 5 

Momento cinético . 35 

— de inércia. 26 

— de un vector. 26 

— flector. 114 

— principal de inércia. 33 

— resultante. 7 

Movimiento aperiódico . ]50 

— (cantidad de). 35 

— cíclico. 211 

— con vuelco. 90 

— de arrastre . 15 

— de Lagrange. 253 

— de los planetas. 231 

— de Poinsot. 250 

— de traslación. 13 

— estacionário. 197 

— helicoidal . 83 

— oscilatorio. 212 

— pendular . 160 

— plano. ]9 

— relativo. I 6 

— resultante. 

Multiplicadores de Lagrange .... 175 

Mutación (ângulo de). 14 

N 

Newton (ley de) . 54 

— (unidad de fuerza). 133 

Nodal (punto). 141 

Nodo (punto singular). 141 

Nodos (línea de). 14 


Págs. 

328 

231 

134 

131 

133 

133 

249 

166 

253 

324 

184 

324 

324 

243 

324 

328 

324 

23 

54 

324 

325 

231 

184 

190 

82 

82 

180 

82 

82 

82 

14 

301 

298 

87 

134 

74 

70 

72 

338 

298 

298 

339 

234 
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Págs. 


Norma. ^ 

Normal principal. 12 

— (radio de curvatura). 19 

— (reacción). 55 

Normales (parâmetros). 186 

Número de Mach. 538 

— específico. 503 


Ohm (ley de). 524 

Onda de choque. 536 

Operación elemental. 8 

Oscilación. 149 

— forzada. 154 

— libre. 154 

Oscilador lineal. 187 

Osciladores de cuarzo. 62 

Oscilatório (movimiento) . 211 


P 


Painlevé (integral de) . 170 

Par. 8 

— de resistência a la rodadura . . 55 

— de resistência al pivoteo .... 55 

— giroscópico. 259 

Parábola de seguridad. 219 

Parâmetros normales. 186 

— primitivos. 81 

Pascal (unidad de presión) . 126 

Paso de una hélice. 83 

Pêndulo circular . 210 

— cicloidal. 214 

— cónico . 88 

— de Foucault . 217 

— esférico. 216 

— giroscópico. 265 

— múltiple. 194 

— reversible. 89 

— simple. 89 

Pequenos movimientos. 194 

Percusión (centro de).. • • • 94 

— de contacto. 56 

— de reacción. 95 

— (vector). 50 

Perigeo. 270 

Período propio. 195 

Permeabilidad magnética. 298 

Perturbadora (fuerza) . 151 


Págs. 

Pesado (hilo). 1^5 

Peso. 

— (kilogramo). 151 

Pieza (unidad de presión) . 153 

Pivoteo (resistência al). 55 

— (velocidad angular de). 19 

Planetas (movimiento de los) .... 231 


Poinsot (elipsoide de). 251 

— (movimiento de). 250 

PoiseuÚVe (Vey àe) .526 

Polodia. 251 

Potência real. 1119 

— virtual. 109 

Potencial. HO 

Precesión de los equinoccios .... 274 

Presión de un fluido. 527 

Presiones (tensor de las) . 514 

Primera (integral). 86 

Probabilidad específica. 500 

Problema de los dos cuerpos .... 237 

Problemas de choque. 93 

— de dinâmica. 86 

— de estática. 80 

Producto de inércia. 28 

— escalar. 5 

— mixto. 5 

— vectorial. 5 

Puerto (punto singular). 141 

Pulsación. 152 

Punto de aplicación. 109 

— focal. 142 

— nodal. 141 

— regular. 140 

— singular. 140 


R 


Radio de curvatura . 208 

— de curvatura geodésica . 19 

— de curvatura normal. 19 

— de giro. 28 

— de torsión. 18 

— vector. 12 

Reacción. 80 

— normal . 55 

— (percusión de). 95 

— tangencial . 215 

Rectilíneo (movimiento). 21 

Recuperación (fuerza de). 153 

Reducción (elemervtos de). 7 

— de un torsor. 7 
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Referencia. 

— dei laboratorio. 

— (sistema de). 

Referencias absolutas. 

Regular (punto). 

Relativa (aceleración). 

— (fuerza de inércia). 

— (velocidad).. 

Relatividad restringida.. 

Relativo (movimiento). 

— (trabajo). 

Reloj . 

— atómico . 

— de cesio. 

Resistência a la rodadüra. 

— al deslizamiento. 

— al pivoteo. 

Resistividad eléctrica. 

Resonancia. 

Resorte blando. 

— duro. 

Respuesta (curva de).. . , 

Restitución (coeficiente de). 

— (ecuación de) . 

Resultante. 

— cinético . 

— general. 

— (momento). 

— (movimiento). 

Reversible (pêndulo). 

— trompo. 

Rigidez dei resorte. 

Rodadüra (resistência a la) . 

Rotación alrededor de un eje . . . . 

— alrededor de un punto. 

— (centro instantâneo de). 

— instantânea (vector). 

— propio (ângulo de). 

Ruleta * . . *. 


S 

Satélites artificiales. 

Segundo (unidad de tiempo) . . . . 
Semejanza cinemática . 

— geométrica. 

— mecânica . .. 

^ Separación de un sistema. 

Servomecanismo. 

Seudoperíodo. 


Págs. 


Simetria material.*. 27 

— oblicua . 27 

— ortogonal . 27 

Sincrónico (pêndulo simple). 89 

Singular (punto) . 140 

Simultaneidad. 49 

Sismógrafo . gg 

Sistema de Copémico. 69 

— de referencia. 5 

— de vectores deslizantes. 7 

Sólido . 5 

— principal dei universo. 72 

Sonido (velocidad dei). 221 

Superfície de nivel. HQ 


T 


Tangencial (resistência). 209 

Tangentes (indicatriz de las) .... 12 

Tautócrona (curva). 214 

Temperatura absoluta. 327 

Tensión de un hilo. 92 

— superficial. 59 

Tensor central de inércia. 32 

— de inércia. 29 

— de las presiones. 314 

— de los esfuerzos interiores ... 59 

— esférico. 52 

Teoría cinética . 303 

Tiempo de las efemérides. 60 

— sideral. 60 

— solar medio. 61 

— solar verdadero. 61 

— (unidad de). 132 

— universal. 62 

Torsión (radio de). jg 

Torsor . 7 

— de las impulsiones. 50 

Trabajo de arrastre. Ho 

— real .. no 

— relativo. no 

*— virtual. no 

Transformación de Lorentz. 74 

— especial de Lorentz. 74 

— ortogonal . 74 

Traslación (movimiento de). 12 

Trayectoria. n 

Traza de una matriz. 15 

Triedro de Frenet. 18 

— geodésico . 18 


Págs. 

5 

239 

5 

66 

140 

21 

40 

16 

72 

16 

109 

60 

62 

62 

55 

55 

55 

324 

152 

153 

153 

151 

94 

94 

. 6 

35 

7 

7 

16 

89 

199 

154 

55 

13 

13 

20 

15 

14 

20 

278. 

132 

135 

135 

135 

182 

179 

150 
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Trompo durmiente. 

— reversible. 

Trópico (ano). 

U 

Unidad de longitud. 

— de masa. 

— de tiempo. 
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